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I .  ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

1 . Рекомендации по расчету содержат расчетные модели, ос
новные уравнения, алгоритмы вычислений, расчетные и графичес -  
кие зависимости для определения частот и форм свободных коле
баний балочных элементов трубопроводов из многослойных труб.

2 .  Рекомендации разработаны в развитие главы СНиП П -45-75  
"Нормы проектирования. Магистральные трубопроводы".

3 .  Расчетные зависимости для балочного трубопровода из 
элементов многослойных и однослойных труб, основанные на моде
ли длинной ортотропной конструктивно неоднородной оболочки, 
приведены в  разделе 2 . Для малых колебаний построены частотные 
зависимости, определены значения "предельной длины” тру бодро -  
во д а , выше которой можно определять наименьшую ч асто ту  с обет -  
венных колебаний по "балочным" соотношениям.

Приведены амплитудно-частотные зависимости для нелинейных 
колебаний трубопровода, при которых балочная форма дияамичес -  
ких перемещений связан а с овализацией поперечного сечения.

4 .  В приложении рассмотрены примеры расчета амплитудно -  
частотных зависимостей нелинейных колебаний и таблицы.

5 . Колебания элемента трубопровода, рассматриваемого как 
многослойная оболочка с однородными слоями, описаны в р азде
ле 3 . Приведены уравнения движения оболочки, методы и алгоритмы 
решения для линейных колебаний с малыми амплитудами и нелиней
ных колебаний с амплитудой порядка толщины оболочки. Даны г р а -

Внесено лаборатори- j  Утверждено Всесоюзным науч- [Срок введения 
ей методов р асчета  f но-исследовательским инсти- ц  m дя 1 9 3 2  г  
трубопроводов и c o - j  тутом по строительству м а- f 
единительных д е т а -  } гистральных трубопроводов ; 
лей ВНИИСТа | 5  декабря 1981 г *  j
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фнки зависимостей частота колебаний o i числа окружных и про
дольных волн для оболочки с внутренним давлением и без него 
при различных соотношениях геометрических размеров, а также 
амплитудно-частотные характеристики нелинейных колебаний обо
лочек.

2 .  СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ БАЛОЧНОГО КОНСТРУКТИВНО- 
НЕОДНОРОДНОГО ТРУБОПРОВОДА

РАСЧЕТНАЯ СХЕМА И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

2 .1 .  Многослойные трубы дня магистральных трубопроводов 
состоят из спирально-свернутых обечаек, сваренных между собой 
кольцевыми швами. Расчетная схема такой конструктивно-неодно
родной оболочки должна учитывать многослойноетъ стенки, нали
чие регулярно расположенных по длине кольцевых подкреплений и 
отсутствие взаимного смещения слоев в м естах подкреплений.Воз
можны и различные конструктивные решения многослойных труб.

На р и с.1  представлена труба, состоящая из / обечаек с 
числом сл о ев , равным р  .

Приведенная цилиндрическая ж есткость такой трубы может 
быть найдена по следующей зависимости:

X  = X  -пр 1

где V
я , -

а +26
+ V /

а +26 
£ z W ' - f

,< 1 )

цилиндрическая ж есткость оболочки, лишенной связей  
сдви га {
цилиндрическая ж есткость сплошной оболочки, толщи
на которой равна сумме толщин сл о ев . Они определя
ются соотношениями:

я „ E h - • 
Ю° ~ Р  12(1 - j u z )  ’ 

Eh
(2)

4 = Р Л1 ~р  i=i
где Z. -  расстоя-.ия от срединных поверхностей отдельных е л о - 

0 ев до срединной поверхности оболочки в целом.
Параметр б  определяется по следующей формуле:
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Р в е .I .  Схема многослойной трубы:
X  -  длина трубы; А -  толщина одного сло я ; CL -  тирана 
сварного шва; о  -  ширина участка, примыкающего к сварно

му шву и работающего как сплошное кольцо;
I  -  длина обечайки

О- kV E . (3)

фэффнциеят К  принимает значения 1 ,5 - 2  в зависимости 
от типа применяемого материала, состояния его поверхности, 
плотности навивки, имеющихся подкрепляющих сварных швов.

При вычислениях Юпр была сделана ориентация на промыш
ленный образец многослойной трубы и значение коэффициента к  
было принято равным 1 ,9 .

Значения приведенной цилиндрической жесткости для некото
рых конструктивных вариантов труб представлены в т а б л .1 . Число 
секций для всех  вариантов равно 7 .

2 .2 .  При составлении уравнений движения использованы без
размерные величины

где X  направлена по образующей, у  -  по дуге окружности.
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Таблица I

Характеристика трубы
б ,

см
®пр>

к гс-смк
мм Р

Наличие
однослой
ных сек 

ций

4 ,1 4 Нет 9 ,1 7 1 ,7 -Ю 5
4 ,6 5 Нет 9 ,7 1 4 ,4 -Ю 5
6 ,0 5 Нет 1 1 ,1 0  1 0 ,5 6 -1 0 °
5 ,5 6 Нет 1 0 ,6 0  I 2 .7 7 - I 0 5
2 ,0 4 Нет 6 ,4 0 ,1 7 .1 0 °
4 ,1 4 Две крайние 9 ,1 7 3 , 48-ТО5

Основные допущения подубезмоментной теории оболочек сво 
дятся  к следующему:

I )  относительное удлинение £ у  профиля поперечного с е 
чения оболочки и относительный сдви г 6Ху в  срединной по
верхности малы по сравнению с производными перемещений, или

-  -  vдх *4 (5 )+ v> = е у * 0 , ^  ~  £ т ,*  0;ду * д у
2) в соотношениях упругости можно не учитывать часть уд

линения £х  , связанную с усилиями Ту , и часть момента Му 
связанную с параметром Хх  . Это означает принятие соотносив -  
ний упругости в упрощенном виде:

Мх =рапрху,
= Е Н £ х , ( H = p h ), (6)

Му Юпр Х у )
3 ) во в с е х  уравнениях равновесия, кроме уравнения момен

тов относительно касательной к координатным линиям у  , можно 
пренебречь усилием Qx  и моментами Мх  и МХу .

С учетом принятых допущений уравнения движения имеют вид:

ат±
дх

§]*L  - О

*У у
д 2иУ

д х д у
- / . н Щ

J  d t г
О,

6



eTi t — ои
бу дх R'y Уг Ши + т 

ду Х
д2Ш 
дх2

дМх дмч II

дх бу
djh - Qu = 0
аУ У

,дг1Г

,d zW

d tz =  О, (7)

Входящий в уравнение радиус хржвнвны деформированной сре
динной поверхности /?* определяется следующей зависимостью:

1  ш 1 { /  д1 ] ’ * диг
r;  r \ ди / ' дУ

(8)

где & -  угол поворота касательной к средней линии контура 
поперечного сечения.

Уравнения движения (7) после преобразования и подстановки 
зависимостей усилий от перемещений приводят к одному уравнению 
в перемещениях:

д3и д3и
дх3

дгиг п Р и  аа (

+ с

дхдуг дхг " дхду дхгду дх I дхду2

дУ
- к, Ц

д*#
¥

д*&/
¥ 1

Г

Здесь сг- Яп
R ЕН

d t z I дх

V м .
ЕН

(дх2 ду
д20 -

дх дхду)

¥
(9)

(10)

2 .3 .  Колебания трубопровода при малых перемещениях.
Для получения уравнения движения, описывающего малые ко

лебания трубопровода, необходимо в (9 ) исключить нелинейные 
члены. Линеаризованное таким образом уравнение примет вид:

д- ^ +сг
дх*

'■(д*1) £ £ \  £#_ dz(ди , дгШ\
( ду' ду3} "'Н ду3 ” d tг [дх дуг ]

(П)
7



Принята следующая аппроксимация нормальной составляпцей 
перемещения точки срединной поверхности трубы:

Ш= Е fn(x)e‘nym(Lot).
Остальные составляющие примут ви д:

про

1Г = -  £  yn f ' ( x ) e wysLn(cji),
/7х-оо L!i J ft

(12)

(1 3 )
/7*-оо 1П
ПрО

п Ч
г А = - Г  f n ( x ) e wys in (c o t )л.-оо If] JU/7.-00 т 

ПРО

(З д есь  и далее штрихами и римскими цифрами обозначены произ -  
водные функции f n (X)  по продольной координате X ) .

Подставив выражения (1 3 ) в  ( П ) ,  после преобразований 
получим следующее уравнение:

f n ( £ ) + п г(п г-  1}(с2п г- с г+Кп)/п (х ) -й )* ±  f  (x )  -  (1 4 )

~ ( n 24 ) f n ( x ) = 0 .
Граничные условия на концах трубы, соответствующие шар

нирному опиранию, имеют вид:

при Х = 0 ,  X  = L, V  = U?=Tx =0. (1 5 )

функция ^п ( х )  задана в  виде ряда:

Здесь и ран ее:

/ п ( х )  - Z  втп S in stx ..

mTiR - ? „

' ц* j u l l £ l lr£  ) .

(к)

L
£

О учетом (1 6 ) уравнение (1 5 )  принимает ви д:

Пг(п г- 1 ) ( с гПг - С гЧ а ) - и 1 [ я г+ П г( л г+1)]. (1 7 )

Решив (1 7 ) относительно CJ# , подучим расчетную формулу 
для квадрата собственной частоты замкнутой цилиндрической
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конструктивно-неоднородной оболочки с шарнирным онираннем кон
цов, Формула учитывает влияние внутреннего давления (при внеш
нем давлении знак при коэффициенте изменяется на минус).

U2
# ~

АЧ + п Н п г- 1)[сН пг- 1) + Ка1 (18)

Увеличение жесткости трубы приводит, с одной стороны, к 
возрастанию абсолютных значений собственных частот, с другой -  
к перераспределению (U* )min относительно форм колебаний. В 
связи с этим используется понятие предельной длины трубопрово
да в виде параметра L^=Lnp / R , где LПР -  длина трубы, со
ответствующая равенству собственных частот при колебаниях по 
формам с одной и двумя окружными волнами.

Приравняв значения собственных частот (18) при П = I  и 
П = 2 и полагая Л 2 ^  0  , подучим

L* Lop =  J L  Л  \ 1,Ц
Я 2fc l Jc2 J

(19)

Отсюда, при
имеем

Кг = 0 (труба, не загруженная давлением)

(20)

СВЯЗАННЫЕ КОЛЕБАНИЯ МНОГОСЛОЙНОЙ ТРУБЫ 
(НЕЛИНЕЙНАЯ ЗАДАНА)

2 .4 .  Изгибяым свободным колебаниям трубы даже при неболь
ших амплитудах сопуствуют колебания, вызывающие изменение гео
метрии поперечного сечения (овадизацию), т .е .  характеризующие
ся числом окружных волн /7 = 2 . Частота этих наложенных коле
баний в два раза превышает основную частоту. Это явление опи
сывается геометрически нелинейной подубезмоментяой теорией 
оболочек. Уравнение движения принимается в виде (Э ).

Введем двучленную аппроксимацию нормальной составляющей 
полного перемещения точки срединной поверхности трубы

sin Jfa cosy s u j  M cos2y, (zr)
9



где* fi > fz ~ Функции времени.
Второе слагаем ое выражения (2 1 )  представляет собой надо -  

же иную составляющую прогиба (р езу льтат овализации).
Решение принимается в ви де:

=Acosu*t , f z = -Bcos2(J9t. (22)
Использование для интегрирования уравнений движения мето

да Вубнова-Галеркияа приводит к системе уравнений:

- и 1 + а г ^ а г В - 0 ,

« г  ?

K - i j b j d t f a - o

Из второго уравнения следует соотношение между амплитуда
ми прогиба А и овализации В

в = _ 0,75 Зг А г
и ; -0.753,

(2 4 )

Подставив (2 4 )  в  первое уравнение ( 2 3 ) ,  приходи» к урав
нению второй степени относительно квадрата частоты

( а , Л б , ) и г, Л а , 6 г ^ а г 6г А ^ О ,

где
а. л* _ зя*

2 + А а

«/-
А ч + 1ЧЧс2+ Ч8Кд, 

20 + Аг

2 JJf(2+A2)

ьч :цд2 =

(2 5 )

(2 6 )

31(20 + Л*)
Последний член полученного уравнения учитывает связан 

ность форм колебаний при конечных перемещениях точек трубы. 
Окончательная расчетная формула для квадрата частоты

± \/ ц ц 0 ,0 , + ,^ й г Ог А (2 7 )

3  частном случае при В -  3 из первого уравнения системы 
(2 3 )  получаем выражение для квадрата наименьшей собственной 
частоты трубы с недеформируемым контуром поперечного сечения
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( т . е .  при колебаниях по балочной форме)

г Ащ (28)

* 2+Лг

3 .  СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ МНОГОСЛОЙНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ
трубопровода

КОЛЕБАНИЯ С МАЛЫМИ АМПЛИТУДАМИ

3 .1 .  В кач естве многослойного элемента трубопровода рас -  
см атривается одна многослойная обечайка в  виде круговой цилин
дрической оболочки конечной длины, состоящей из чередующихся 
слоев одинаковой толщины (ри с. 2 ) .  При рассмотрении колебаний 
допускается не учитывать конструкцию дахлеста концов наружного 
и внутреннего сл о е в . Число слоев обозначается буквой р  , тол
щина слоя оболочки -  k  , толщина "шва" -  межслоевого зазо р а -  
h  w ( рис • 3 )  •

Р и с .2 . Многослойная рулонироваяная обечайка

I I



Р и с.З . Элемент многослойной оболочки в процессе деформирования

Модуль упругости материала слоя -  Е , коэффициент Цуас -  
с она материала слоя -  р , жесткость "шва" на сдвиг -  S . Ра
диус срединной поверхности оболочки -  R , длина -  I  .

Величина k M принимается равной удвоенной высоте микро
неровностей на шероховатой поверхности исходного материа
ла слоев. Для первого класса чистоты = 320 мвм. Соответст
венно Л * — 0 ,6  мм. Сдвиговая жесткость Б определяется по 
формуле

В (2 9 )

где К<£ -  коэффициент контактной податливости, мкм-см^/кгс.
Для слоев трубы диаметром 1420 мм принимается 

= 0 ,2  мкм-см^/кгс. Отсюда S = 3000 кгс/см2 . В практических 
расчетах приведенную жеотхосгь можно принимать по данным экс
перимента.

3 . 2 .  Линейные уравнения движения.
При рассмотрении задачи о свободных колебаниях круговой 

цилиндрической оболочки о малыми перемещениями используется 
линеаризованный вариант уравнений движения. Для каждого слоя 
принята гипотеза Кнрхгофа-Лява.

Координата X отсчитывается в  срединной поверхности
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вдоль образующей, координата у  -  в окружном направлении,
Z -  по нормали к срединной поверхности к центру кривизны. 

Через U, V, и /  обозначены составляющие перемещений в  на
правлениях X . У , £  , через (рх , <ру -  углы поворота нор
мали в плоскостях X I  , у% . Положительные направления усилий 
в срединной поверхности Тх , Ту , Тху , поперечных усилий 
Qx , Qy и моментов MXt Му} Мху , [Лх  , ГПу , fTJxy  показаны 
на рис.4 .

Р и с.4 .  Положительные направления усилий и моментов 
многослойной оболочки

Уравнения движения в усилиях имеют вид:

d ]z  + d lrXJL 
дх ду
дТу  ̂ д Тху 
ду дх

- f p h § - 0 .
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Ти да, даи д гтх д ггт?у дгтху Л + -IX  + —£М + -- = + -- f +2--- - + Q-
п ду д х г д у г дхду 7дх

дМ, дМ.

дх

p p h ^ - o .at

дх

дМу

дУ

дИ

дМ

* - и - 1 г ^ ш0-
дг<Рх

дх^ - h - %

at

a*%
d tz

0.
(3 0 )

f 2
Здесь ^  -  внутреннее давление;

p  -  плотность материала с д о е в ;
расстояние от срединное поверхности оболочки в ц е -

' лом до срединной поверхности / - г о  слоя. 
Усилия связаны с перемещениями зависимости в и д а

„ „Гди (дП 0)1

r - к Ш -  л >  t  и  Ш -1Ту в а у я ^ зх ]
т -  в ^ - i m .ХУ

М ,~ Зд,

д ¥
2 \ду дх

дФ> 
Ц дх +Р

Му -Я. д<ру

М.

71 ду *■Р  дх

* ± 3 L №  + § h . )
1 2 [ду  д х )

Ojh\
ду Г
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-  - -л (д‘и> . .. дги?)
т* ю° [ д х г + Р ~ д ^ ) ’
т (дги> дгт г 
ту ^ ° [ ^ + р -д Г Ч '

тху~ Я 0 L P
2

д гЫГ

1
l - s

Здесь

дхду

t r - b ^ A w ^ ) -
В=р

®о=Р-

Eh
1-Иг
Eh3

Я Eh
1-РгР,
h
2*1

(31)

(32)
12(1-н г) h+h„

Подстановка зависимостей (30) в уравнения (31) приводит к 
уравнениям движения в перемещениях:

J£u+ f-P аги i+jj a*ir ] р dip дги
в[ д х г 2 дуг 2 dxdyj В R дх % d t*  '

* 0  ?  @  • Ъ Ш  - P f - f o - S * '

'■о дхг Уо IR ду д Г
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Здесь с=кген,
lrPPh‘

L

3 .3 .  Метод и алгоритм решения.
Граничные условия на краях дун i кнутой оболочки длиной 

принимаются в следующем виде:

х= 0, x= L , tf-uf=(py =Mx =0 ,
т=тх г*  Л0 У у Уо J

(3 4 )

где Тх -  сжимающие (или растягивающие) усилия, равномерно 
0 приложенные к торцам оболочки;

TyQ -  окружные усилия от действия внутреннего давления. 
Решения для форм колебания, удовлетворяющие принятым гра

ничным условиям, имеют вид:

U ~Va cos 5Ln 1M e lut,
L R

V=V0 sin ^  cos %L e lu)t,
It N

U f- W ' S W & Z S M  S2 - e ‘ u t ,
L R

% -ф собШ 12-ипЩ -еш ,L R
(p m yrs i n M £ COs ^ . e lb>t. (3 5 )Yy r 7 bin £ R

Здесь /77 -  число продольных полуволн;
/7 -  число волн в окружном направлении;
(J  -  частота колебаний.

Подстановка выражений (3 5 ) в уравнения движения (33) при
водит к системе пяти линейных алгебраических однородных урав
нений, которую можно представить в виде

{А - ш г Ё ) й - 0 , О б )

где Е_ -  единичная матрица;
I/  -  вектор-столбец амплитудных значений динамических пе

ремещений { U, 1/ ,  И/ ) и углов поворота ( (рх , </>у ) ;

16



А -  симметричная матрица упругих коэффициентов, завися
щих от геометрических и механических характеристик 
ободочки. Элементы матрицы А вычисляются по сле
дующим формулам:

„  Р [ /  тп I2 / - / /  г]
а" ~ j r l l  — ) f ~ r n г

@12 ~
р (1  + р )т Я п

2НЕ

ч ^11ьэ @14 = @15 = °>

а = —  п г + р  -1—̂ — т гл г,агг Н г  2Н8

Х + р
с „ ,  = п ,23 н

а г Г 0 ’
Ю

°25 f t

( Ш £ ) \  р ( тЗГп \г. Р п4
I е 1 + в н \  ez /■зз 12H z ' \ е /  ЕН

, Ё х Ь ( ш Г ) г+  Ш 1у° п * +  Р+Ту.
н  \е  н

12Нгг

12

н

/7 +

D mЖ
@зч ~ ~г— $  —  ’3щ Гн е

х

°35~ Гн $ П ,

а„ - { Г н Г п ^ 3 ^ -

о.¥5
! + Р  гп'Жп
2 е

, -^2, / -А  ( m u  \z
"55 Г? +  Ю2, (37)



гд е _ hb(i-j j *x
Ю E h (l-S )

Кроме т о г о , введены безразмерные параметры:

н_
k

Г г & М - т
Волнистые линии над обозначениями безразмерных величин 

в (3 7 )  опущены.
Однородная си стем а линейных алгебраи ческих уравнений (3 6 )  

имеет ненулевое решение при условии р авен ства  нулю ее опреде -
лит едя

det(A- u)ll}=0. (39)
'Лз  этого  уравнения находятся квадраты ч а сто т  свободных 

.колебаний, являющиеся собственными числами матрицы А . Таким 
образом , задача св е л а с ь  к определению собственных чисел и со б 
ственных вектор ов матрицы пятого порядка А , элементы которой 
определяются выражениями ( 3 7 ) .

3 . 4 .  Частоты и формы колебаний.
Расчеты выполнены по стандартной программе, реализующей 

метод вращений, для машин единой системы ЭВМ. Геометрические и 
физические параметры оболочек варьировались в п ределах: -
от 1 0  до 5 0 0 , L / R -  от 0 ,5  до 5 0 , число сл о ев  р  -  от 2 до 
1 0 ,  отношение сдви говой ж есткости  швов В к модулю упругости 
сл о ев  Е  -  от 0 до 0 , 5 .  Величина S принимала значения 0 ,6 7  
и 0 , 9 5 .  Число полуволн в продольном направлении изменялось от 
О до 1 2 ,  число окружных волн П -  от I  до 1 3 .

Проведены вычисления без учета знешних нагрузок и при 
действии сжимающих равномерно распределенных по окружности 
усилий, а  также внутреннего давления.

Расчеты дают пять значений CJ#, соответствующ их попереч -  
ным, тангенциальным и сдвиговым колебаниям. Результаты  пред
ставлены в виде таблиц, содержащих в се  значения U # для про
извольного сочетания /77 а Я  . Порядок расположения (J# в  
столбц ах следующий (сн и зу  в в е р х ): поперечные, тангенциальные,
сд ви говы е.
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Примерь вычислений приведены в т а б л .2 (прилож ение), ъ 
лапке калдого примера указаны значения Я/Н (обозначен о ЯН ) ;  
L/R  ; £  t - i 'c /см ^; число слоев Р (обозначен о А ) ;  к *  ,с м  
С НИ ) ; Н л  см ; ^  , к гс -с^ / см 4 ; / с  ; Е  , кгс/см 2 ;
ТХа ; 7X0); 7>в ( 7УО).

КОЛЕБАНИЯ С АМПЛИТУДАМИ ПОПЕРЕЧНЫХ 
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ ПОРЯДКА ТОЛЩИНЫ ОБОЛОЧКИ

3 . 5 .  Колебания элемента трубопровода в виде многослойной 
оболочки с амплитудами поперечных перемещений порядка толщины 
описываются нелинейными уравнениями движения. Нелинейные урав
нения в  перемещениях имеют ви д :

С 7ги}-Япчци}+ с
ВЯ(1-рг) \ д х 2 r  dyl j  Я2 2Я\ду

UT-
■)

д гШ

Я  д Х ‘ 

д Ш
я,£(ч>„%)-с<Рх - с ^  "7;2 st

dt 
дгФт*  о,

д г %

B ( h p
(4 0 )

г д е  F  -  Функция усилий в  срединной поверхности, определяемая 
соотношениями

Г» i l L т'у т = - / J F l
*У  д х д у

(4 1 )

В уравнениях ( 4 0 )  введены следующие дифференциальные опе
раторы :

L(W,F) дгК/ дгЯ д2Ш d*F
д х 2 диг диг дхг

2  (fu 2_  d *F  t 
дхду дхду

Ч-
 к

»



L ( v  = ^  + i% . ( Х я „)
1 {Vt-Vyl дхг 2 диг Z дхви >( yh

и т ~ { Ш  -

2 ду* 2 дхду 
дгШ д*иГ___________ (4 2 )

д хд у ! д х г ду2 
Обще выражения для радиального прогиба и углов поворота 

должны удовлетворять условиям периодичности, которые можно за 
писать в виде

Uf(z,y,t) = иНх, у + 2fiR, t),
пк7л й*11У

U(Xiy,t) = n x ,y  + 2JTR,t)>

—  (x,y,t)= —  (xly+2JiR,t). (43)

Из последнего условия следует

3 .6 .  Метод и алгоритм решения.
функции прогиба и углов поворота нормали к срединной по

верхности принимаются в виде

где

W (x,y.t)=ft 5in Лх cosny~f0 sin2Лх ,
<рх (х,у, t) -  Ф, cos Лх cosny - Ф0 sin 2ЛХ, (44)
ify(i,y,t) = г, sin Лх sinпу,

f, >fo ’ $0, % ~ '*ункцил времени;
jj -  параметр волнообразования, р ав-

ннй л  = mwR
Условие малости окружной деформации срединной поверхности 

2пР
I^Уа'у**®
о

приводит к зависимости для f D а Фд , подстановка которых в 
(4 4 ) дает следующие выражения для аппроксимирующих функций:

2С



(4 5 )

Ẑ =/7 sin J!x cosпу - у  f*s in 2 J}x ,
пг г<px = (Pj cos Ax cos пу - у Ф ,  sin 2A X ,

(f -  V; sin flx sin n y .
После подстановки (4 5 ) в уравнение неразрывности деформа

ций -  четвертое уравнение (4 0 ) -  интегрированием находится вы
ражение для функции усилий. Затем применение метода Бубнова -  
Галеркияа к первым трем уравнениям (4 0 ) дает обыкновенные диф
ференциальные уравнения относительно амплитуд поперечных пере
мещений / 7 и углов поворота нормали к срединной поверхности

к] *

ИгФ, 
dt2

й !1 +
d tz ^ - Я г ^ фг Ъ /г -° (46)
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z$ =  £ , =
3),(1+м) , U Lz

г
}

$5

_ _/_ \ 
ПГ г '  п I

САгп 3{Аг- p n * ) R 2

Ы \ г
ft

A L

/-У
Z z \

(•Г (4 7 )

При анализе гармонических нелинейных колебаний решение 
(4 6 )  принято в виде

f  =А cosu)i,

Ф} = B c o s u t ,

V  = С cosut,
Подстановка э т о го  решения в уравнения движения (4 6 )  и 

применение метода Бубнова-Галеркияа приводит систем у к виду

(-(jt + 2*}A-ZufAs+j-SA3+j-gAs+a,B-a2C-0,

(- и 1 + Щ ) В - $ г и 1 В ъ + Т>5А - 1} ч С = 0,

(4 9 )

Приравнивание нулю матрицы, составленной из коэффиццен -  
т о в , при амплитудах А , В , С приводит к частотному уразне -  
нию, которое может быть представлено в виде многочлена т р еть 
его  порядка относительно квадр ата частоты  с коэффициента
ми, нелинейно зависящими от амплитуды перемещений.

ы1-К,и1 + Кги 1 -К Г °- (5 0 )

тениями:

Коэффициенты к ,  -  и ,  связаны с (4 7 )  следующими соотно -

sf + j - B t f + j g A 4 

1 + х А г
22
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Кг = а,
а32 \ аЛ +аг ^ + у в 3&-а&)Аг+ таз? А 

]  + % А г

К3 = -j j ^ i [ а,9г-ага5 - ага6 + у (o,S + a,tsi%-

-a 2b% )A ‘ + f a*fA*J‘
кроме то го ,

а Г ^ г $ , $ 5 , a e - f y i 3 - % t i 4 . (5 D

Наименьший корень уравнения, соответствующий поперечным 
колебаниям, можно найти по формуле

К ) иел =
к, иа 1 4

к..I — ' • (5 2 )
к2 I К21 кг

Если пренебречь в (4 9 ) нелинейными членами, будет найдена 
ч асто та  G)# линейных колебаний с малыми амплитудами. Уравне -  
ние скелетной кривой, характеризующей амплитудно-частотную з а 
висимость для нелинейных колебаний, будет представлено в  виде

(5 3 )



ПРИЛОЖЕНИЕ
Пример р асчета I

Выполнить расчет и анализ частот собственных колебаний 
трубопроводов при двух вариантах конструкций многослойных 
труб.

Вариант I . Труба состоит из 7 четырехслойных обечаек.
Вариант 2 . 5 четырехслойных и две однослойные обечайки 

(той хе  толщины) установлены по концам.
Диаметр труб -1 4 2 0  мм, суммарная толщина 1 6 ,4  мм.
Результаты вычислений нижней части спектра собственных 

ч асто т труб при различных значениях отношения длины трубопро -  
вода к радиусу поперечного сечения {L/R = 5 ,  1 0 , 2 5 ,  5 0 , Х00) 
представлены на р и с .5 и 6 в  виде зависимостей частоты от числа 
волн П в  окружном направлении. Волновой параметр /77 был 
принят равным единице, так как именно этому его  значению отве
чают наименьшие собственные частоты . Величины приведенной ци-
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Р и с .5 . Частотные кривые трубопровода 1 -г о  
конструктивного варианта
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Р и с.б . Частотные кривые трубопровода 2 -г о  
конструктивного варианта

линдрической ж есткости ЮПР , соответствующие обоим вариантам, 
найденные по формулам ( 1 ) - ( 3 ) ,  равны соответственно 1 ,7 *1 0 ^  и 
3 ,4 8 -Ю 5 к гс -см .

Приведенные графики свидетельствую т о том, что наименьшая 
собственная часто та  трубы не всегд а  соо тветству ет  наиболее 
простой балочной форме колебания. При определенном значении 
геометрических или жесткостных параметров минимум СО 1П сме
щается в  сторону более сложных форм. Так, например, для трубы 
варианта Т при Ь /R = 5 наименьшая собственная ч асто та  соот -  
в е т с т зу е т  трем волнам в окружном направлении, приL /R  -  1 0 ,2 5  
-  двум, а при L/R = 50 и выше -  одной.

На р и с .7 ,8  выполнено графическое определение предельной 
длины. Для труб вариантов I  и 2 она оказалась равной 28 и 23 
соо тветствен н о.

Значения предельной длины, подсчитанные по формуле ( 2 0 ) ,  
равны 2 8 ,0 9  и 2 3 ,6 .  Результаты совпадают.
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Р и с .7 .  Зависимость низшей частоты от дли
ны трубопровода 1 -г о  конструктивного в а 

рианта

Р и с .8 . Зависимость низшей частоты от душны 
трубопровода 2 -г о  конструктивного варианта



На р и с .9 показана зависи м ость предельной длины от пара
метра приведенной ж есткости  ( 1 0 ) .

По формуле (1 9 )  были получены значения предельных длин 
тр у б , находящихся под действием внутреннего давлени я. Резуль -  
тэты р асч ето в отражены на р и с .1 0 ,  иг которого с л е д у е т , что 
предельная длина при наличии давления р езко  ум еньш ается. При 
это м , чем тоньше тр у б а , тем влияние внутреннего давления суще
ствен н ей .

Р и с .9 .  Зависимость предельной длины от парамет
ра приведенной ж есткости

Выполненный анализ распределения минимальных собственных 
ч а сто т  конструктивно-неоднородных многослойных труб п озволяет 
сд ел ать  некоторые выводы.

Минимальные частоты  не в с е г д а  соответствую т наиболее про
стой балочной Зорме колебаний. При определенных соотношениях 
геом етрических и кесткостн ы х характеристик это могут быть ко
лебания с И = 2 ; 3 .

с!



Рис.1 0 .  Зависимость предельной ддшш от величи
ны внутреннего давления

Пример расчета 2

Вычислить частота связанных колебаний (при /77 = I , /2 = I  
и 2 ) четырехслойной трубы П конструктивного варианта (см . 
пример I )  с  размерами: диаметр 1420  мм, толщина 1 6 ,4  мм при 
значениях параметра длины //? = 1 0 -8 0 .

Основные результаты р асчетов представлены на р и с .П . Как 
следует из р и с .П ,  учет овализации при рассмотрении колебаний 
трубопровода по форме с одной подуволной в  пролете приводит к 
некоторому снижению частоты по сравнению со значением, найден
ным по линейному р асчету во всем диапазоне длин. График имеет 
точку перегиба, правее которой частоты соответствую т преимуще
ственно изгибныы колебаниям с овализацией, а  левее -  преимуще
ственно овадизационным колебаниям с наложенным изгибом. Эта 
точка определяет на горизонтальной координатной оси значение 
предельной длины трубопровода. Из графика видно, что с увели -  
чением амплитуды колебания предельная длина уменьшается. Наи
большее отличие р езультатов расчета по линейной и нелинейной



Р и с . I I .  Зависимость низшей частоты колеба
ний от относительной длины пролета

(с  учетом связан н ости  форм) теории наблюдается для труб с дли
ной, близкой к предельной ( ~  2 5 ,* ) .

Ка р и с .12 представлены амплитудно-частотные зависимости 
нелинейных связанных колебаний рассматриваемой составн ой  тру -  
бы. По вертикальной оси отлажена безразмерная амплитуда норма
льного перемещения.

Как следует из оис .1 2 ,  наибольшая нелинейность наблюдает
с я  у трубы с параметрами L/R  -  2 5 .  Это объясн яется  совпадени
ем это го  параметра с величиной предельной длины трубы при по
лученном значении приведенной ж есткости .

Влияние ЮПР на собственные частоты нелинейных колебаний 
отражено на р и с .1 3 . Расчетные точки графика соответствую т зна
чениям коэффициента нелинейности V = /р* , подученным пои
величине безразмерной амплитуды, равной А = АР2/Z/для длин труб, 
равных предельным для каядого значения приведенной ж есткости .

Таким образом , по данным выполненного анализа резу -  
л ь та то в  нелинейного р асч ета  .‘/окно сд ел ать  вывод о том , что

&
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Р и с.12 . Амплитудно-частотные зависимости для не
линейных связанных колебаний трубы
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Рис.1 3 . Зависимость параметра от
приведенной жесткости трубы



пренебрежение связанн остью  форм колебания с /7 = I  и И -  2 
для труб с околопредельной длиной может привести к заметным 
неточностям в  определении минимальной частоты трубы при боль
ших прогибах (к  ее  завышению). В особенности это отн оси тся к 
многослойным трубам , составленным из большого числа с л о е в , 
к о гд а  снижение значения приведенной цилиндрической ж есткости  
стан о ви тся  существенным.

Пример р асчета  3

И сследовать влияние физических и геом етрических парамет -  
ров элементов трубопроводных систем  на амплитудно-частотные 
зави си м ости , соответствую щ ие нелинейным колебаниям многослой -  
ных элементов трубопроводов.

Вычисления проводились по формулам (5 1 )  и ( 5 3 ) .  По р езу 
льтатам  вычислений построены приведенные ниже графики.

Графики на р и с. 1 4 ,1 6 ,1 8  отн осятся  к оболочкам с# / / / = эО О .

Р и с .1 4 . Злияние числа сл о е з  н а 'ам п ли тудн о-ч астот
ные зависим ости колебаний оболочек по фооме с 

/77 = I ,  / 7 = 5



Величина L / R  для ободочек, доведение которых иллюстрируется 
на р и с. 1 4 ,1 6 ,1 9 ,  принята равной 5 . Графики на рис. 17 построены 
для ободочек с параметрами R / H  = 1 4 7 , L / R  = 3 ,6 4 .

Яри вычислении данных для графиков рис. 1 4 ,1 5 ,1 8 ,1 9  было 
принято G / e  = I - I 0 " 4 , для рис. 17 - Б / Е  = 5 - 1 С Г^

Р и с .1 5 . Скелетные кривые для пятислойной оболоч
ки при ее  колебаниях по формам а одной полувол

ной в  продольном направлении

На рисунках указаны значения параметров q z и 1?

2г = п гН/Я,  $ = Л/п.
Графики рис. 14 демонстрируют влияние числа слоев оболочки 

с коэффициентом армирования S = 0 ,9  на особенности нелинейных 
колебаний по форме с /77 = I ,  П = 5; как видно из рисунка, у ве
личение числа слоев приводит к изменению характера коле банил. 
Яри дальнейшем увеличении числа слоев нелинейная характеристи
ка из "жесткой" превратится в "мягкую".

На рис.1 5  представлены скелетные кривые для пятислойной 
оболочки при ее колебаниях пс формам с одной полуволной з про
дольном направлений. Числу окружных волн / 7 = 6  соответствует 
нелинейность "ж есткого" типа, а ври И = 10 и более она ока
зы вается существенно "мягксй” .



Увеличение ж есткости  "ш во в", т . е .  р ост параметра в / Е  
вы зы вает увеличение частоты колебаний многослойной оболочки. 
Влияние это го  параметра на нелинейность амплитудно-частотных 
характеристик отражено на р и с. 1 6 .

№  d m  ю  itm  foi\f

Р и с .1 6 . Влияние параметра сдвиговой ж есткости  на ампли
тудно-частотны е зависимости

Наибольшая нелинейность "ж естк о го " типа со о т в е т ст в у е т  
многослойной оболочке, лишенной с в я зе й  сд ви га  между слоями. По 
мере возр астан и я сдви говой ж есткости  G нелинейность вначале 
ум ен ьш ается, затем  меняет хар актер на "мягкий" и при дальней -  
шем увеличении у си л и вается  в  "мягкую" стор ону. Скелетная кри
вая  приближается к зависи м ости , полученной для сплошной обо
лочки.

Злияние коэффициента $ на колебания пятислойной оболоч
ки по форме /77 = I ,  П ~ 5 иллюстрируется графиками на рис. 1 7 . 
Снижение коэффициента S приводит к перемещению скелетной 

кривой вп р аво. Это вполне с о г л а с у е т с я  с графиками р и с .1 6 :  
уменьшение как G , так  и S приводит к одному и тому же ре
зу л ь та ту  -  росту податливости "ш ва", т . е .  влияние этих пара -  
метров на нелинейное поведение многослойной оболочки должно 
быть количественно одинаковым.
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Р и с .1 7 . Влияние коэффициента S на колебания 
пятислойной оболочки по форме /77 = I ,

/7 = 5

На рис. 18 приведены амплитудно-частотные характеристики 
колебаний оболочки различной длины. Формы волнообразования 
(значения /77 и П ) отвечает минимядышм частотам малых ко
лебаний, найденным из рассмотрения спектра частот линейных 
колебаний многослойной оболочки. Графики относятся к пятислой
ным оболочкам со значениями параметра L / R  = 2 ,  5 , 1 0 . Соот
ветствующее параметры волнообразования оказались равными /7 = 
= 3 ,  5 ,  8 .  Нелинейный эффект о казался тем существенней, чем 
короче оболочка. Влияние относительной толщины R /Н  отражают 
кривые, доказанные на р и с .1 9 . Оба графика, относящиеся к R/R- 
= ЮС, 5 0 0 , построены для формы /77 = I ,  П = 5 .  Чем меньше R/H 
( т . е .  чем выше относительная толщина оболочки;,тем  суще

ственней нелинейность "м ягкого" типа. При больших значениях 
R /H  скелетная кривая отражает "жесткий" режим колебаний с 
усиливающейся нелинейностью этого типа по мере дальнейшего 
возрастания относительной толщины оболочки.
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Рис.18. Амплитудно-частотные характеристики 
колебаний оболочки различной длина

Рис.19. Скелетные кривые
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