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Рекомендации 
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Настоящие рекомендации распространяются на расчет трех
мерных и плоских составных объектов, подверженных статическим 
нагрузкам при смешанных граничных условиях и различных вариан
тах сопряжения однородных элементов.

В рекомендациях приводится численно-аналитический метод 
потенциала (.1-9] для решения линейных и нелинейных задач ме
ханики твердых деформируемых тел, принципиально отличающихся 
от других универсальных численных методов (конечных элементов, 
сеток, вариационно-разностных), системные средства реализации 
которых получили наибольшее распространение.

Усилия и перемещения по произвольному множеству точек 
области определяются на основе дискретного анализа систем 
функциональных уравнений, сформированных относительно неиз
вестных перемещений и реакций на границе, и последующих не
зависимых вычислений каждого отдельного компонента во в;нут- 
рениих точках. Поэтому при реализации метода потенциала дис
кретизации подвергаются только граница области и число опре
деляющих неизвестных, полученных в результате решения аппрок
симирующей системы алгебраических уравнений, сокращается по
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сравнению с сеточными методами. Отсюда повышение эффективнос
ти всего вычислительного процесса, в частности, сокращение 
объема и трудоемкости подготовки исходной информации.

Предлагаемый метод ориентирован на автоматизированное 
проектирование ответственных реальных объектов техники. В ос
нов.® его лежит исследование напряженно-деформированных состо
яний конструкций в различных условиях их эксплуатации и изго
товления с учетом сложности конфигурации, ограниченности или 
бесконечности области, варьирования смешанных граничных усло
вий составных элементов, силовых и температурных нагрузок, 
линейности и нелинейности деформирования, полноты пространст
венного представления тела, введения различных упрощающих ги
потез для исследования особенностей исследуемого состояния и 
т .п .

Численно-аналитический метод потенциала реализован в па
кетах прикладных программ "Потенциал-2" и "Потенциал-3" в 
развитие ППП "Потенциал-1", сданного в Государственный и Рес
публиканский фонды алгоритмов и программ [ ? ]  .

Подлинники программ хранятся в Киевском ордена Трудовох'о 
Красного Знамени инженерно-строительном институте.

Рекомендации предназначены для специалистов НИИ, КБ и 
заводских лабораторий, занимающихся расчетами на нрочность 
изделий машиностроения.

I .  ПРИНЯТЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ

Е -модуль упругости, Па;
/ /  -  модуль сдвига, Па;

J -  коэффициент Пуассона;
НДС -  напряженно-деформированное состояние;
ППП -  пакет прикладных программ;
ВС -  единая серия;

ЭШ -  электронно-вычислительная машина;
ОС -  операционная система;
МД -  магнитный диск (том прямого доступа);
МЛ -  магнитная лента;

ПЗУ -  внешние запоминающие устройства;
АЦПУ -  алфавитно-цифровое печатающее устройство;
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перемещения точки fJCt£ rWi 'f'V'V* перемещения гички /v В направлении ОСИ 9 
при действии в точке К единичной сосредоточенной 
силы в направлении оси Ж с  ;

(А/ !*)(К ,У) ~ компоненты тензора напряжений в точке/t/ 
Ш  в направлении осей к  I  при действии в точке £  

единичной сосредоточенной силы вдоль оси e tc  *

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

2.1* Пространственные задачи теории упругости

2 .1 .1 . Иоследуется напряженно-деформированное состояние 
объекта» который занимает область $$ с ослаблениями J o  и 
имеет границу Г  (ри с.2 .1 ) .
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пространственного объекта

Для описания геометрии используется общая декартова система 
координат О х гх л Хл . в общем случае рассматривается составной 
объект с кусочно-постоянными характеристиками. Деформируемое те
ло находится под действием статически уравновешенной системы 
внешних сил и реакций связей. Обобщенные нагрузки могут представ
ляться полем массовых внутренних сил, которые в каждой точке за 
даны проекциями векторов на координатные оси О x ¥x t X j 
и системой поверхностных нагрузок Р } приложенных на границе Г  , 
Поверхностные усилия Р  определяются своими проекциями /?  как 
в системе ( t так и в местной системе ортогональных коорди
нат [ n i J  , связанной с произвольной точкой Nj £  . Компоненты
напряженно-деформированного состояния в точке будем
считать отнесенными к ортогональной системе координат f a / J  с 
центром в точке А! .

2 .1 .2 .  Бри решении статических задач состояние тела характе
ризуется полями перемещений U  , имеющих проекции U j  на 
выбранные системы координат. Относительные деформации £ , j  опи
сываются производными по координатам от U у [lb]

€/У -  0 .5 (u ifJ ( < , / * / , * , & .  (2 .1 )

Примечание. Здесь и далее индексы, встречающиеся в левой 
и правой частях формул, будем считать свободными и суммирование 
по ним не производить.

2 .1 .3 .  Напряжение €>tj и деформации € у у  связаны между со
бой законом Гука

<Ocj -  § ;Л е  ( 2 . 2 )

где £  -  модуль упругости, ]) -  коэффициент Пуассона,
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-  коэффициент Ляме, Л / ш0.5Eft+i)J- модуль
сдвига, относительная объемная деформация 5

= /  yJJ  -  символ Кронекера.
2 Л *4. Справедливы уравнения равновесия

Q j , k  ■* =  <?. (2 .3 )

2 Л . 5 . Граничные условия М0 1 *ут задаваться в напряжениях:

*  = (2 .4 )

где ~ направляющие косинусы нормали ж поверхности .

2Л .6*  Систему дифференциальных соотношений (2 .U -C 2 .4 ) 
завершают условия неразрывности деформаций

<2> v %  + и л  *yu)etiJ  -  - (XU  +Xj'i) ;  (2 .5)

-  оператор Лапласа*

2*1*7. Решение задачи линейной теория упругости описывает
ся системой трех уравнений эллиптического типа в перемещениях

JU + /л yv)e,i + X,- - О. ( 2 . 6 )

2*1.8 . Однозначное определение функций, входящих в урав
нения (2 Л )-(2 * б ) , при заданной системе внешних нагрузок *7 и 

Р; зависит от точности удовлетворения граничных условий на Г  . 
Часть граничной поверхности Ги  может находиться под действием
такой системы нагрузок, при которой в произвольной точке h / e / l  
перемещения U4 определяются заданной кинематической функцией 

f .  Ш) (первая краевая задача [о ]  ):

U i№ )  = f M )  * (2 .7 )

В этом случае граничными неизвестными являются компоненты 
вектора поверхностных усилий f f  , На другой части границы Гр 
известны статические условия

P t z / { X ^ J ,  (2 ,8 )

а точки А'С Гр свободны в своих перемещениях 1/£ (Р )  (вторая
кряэвая задача)* Может также задаваться сочетание кинематических
у статических граничных условий
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Uk  (N)> A* <=5 , (2 .9 )

Неизвестными являются недоопределенные компоненты вектора пере
мещений UL м )  и усилий У} W )  (третья краевая задача).

Используем еще два типа граничных условий. Так, если между 
векторами граничных усилий и перемещений имеется некоторая функ
циональная связь вида

R (H )  = / / Ui М ) ] ,  (2 .10)

то задача нахождения неизвестных компонентов формально разреша
ется определением f?(M) или Г  . Частный случай такого
типа граничных условий -  связь между контактными усилиями и 
перемещениями U ; на поверхности тела, опирающегося на упругое 
параметрическое основание, работа которого описывается гипотезой 
Винклера [ю ]

Pi W )  = - k ; U i (* /J , ( 2 .I I )

где к; -  коэффициент постели упругого основаяня (скалярная ва- 
личина).

Еще одни вариант граничных условий возникает на участке 
контакта двух упругих тел. Хотя в атом случае граничные условия 
для каждого тела неизвестны, могут быть сформулированы функ
ции связи этих элементов (неразрывность, проскальзывание, трение 
или другие комбинации). На участке сопряжения двух тел выделяют
ся 6 независимых компонентов векторов усилий и перемещений. Тог
да остальные 6 компонентов известны или выражаются через незави
симые неизвестные я краевая задача также однозначно разрешима.

Например, в случае неразрывности усилий и перемещений на 
границе контакта имеются 6 соотношений вида

= = (2 .12)

б (2 .12) индексами I и 2 отмечены компоненты граничных ус
ловий, относящиеся соответственно к первому и ко второму телам.

Во многих случаях граничные условия удобно задавать, зам е
няя U; и $  компонентами /У/'*' и / f <п) , ориентация которых 
определяется ортогональными направлениями внешней нормали /?, к 
осей пг , r l5 } обычно связываемых с главными кривизнами повер
хности Г
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2 .2 . Плоские задачи теории упругости

2 .2 .1 .  Рассмотренные соотношения классической теории упру
гости удовлетворяются при исследовании массивных тел, имеющих 
протяженность одного порядка во всех трех направлениях. При 
значительном уменьшении одного из характерных размеров по срав
нению с остальными становится возможным переход к специально 
построенным упрощенным расчетным моделям. В частности, если внут
ри области $  все площадки одного направления (например, пер
пендикулярные к оси 0С3 ) являются заведомо главными, простран
ственная задача вырождается в плоскую [15] •

2 .2 ,2 ,  При выводе основных соотношений плоской задачи пред
полагается, что a  6 j 3 или равняется нулю (плоское
напряженное состояние), или выражается через и (плос
кая деформация). Разрешающая система двух уравнений ( & , / - £  г  ) 
остается подобной (2 .6 ) , где вместо Л записывается ( Л 0-Л 
-  для плоской деформации, Л0 =2%е/& -  для плоско
го напряженного состояния):

J j v / U t  * * К -  (2 .13 )

Граничные условия также представляются независимо от .

3 .  МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

3 .1 , Теорема о взаимности работ. Интегральные 
представления Сомилиана

3 .1 .1 .  Метод решения граничных задач основан на применении 
принципа взаимности обобщенных работ двух объектов, между мно
жествами точек которых можно установить однозначное соответствие. 
Напряженно-деформированное состояние одного тела -  ооъекта иссле
дования назовем основным, а другого -  вспомогательным. Пред
полагается, что оба тела выполнены ив иэотропного материала
с одинаковыми фиаико^механическими характеристиками. Они гео
метрически тождественны друг другу и различаются линь нагруже
нием и эакреплением.

3,1*2 . При построении разрешающих интегральных соотношения 
численно-аналитического метода потенциала целесообразно ограни
чить систему внешних воздействий во вспомогательном состоянии 
сосредоточенными единичными нагрузками, не накладывая каких-либо 
ограничений на нагружение тела в основном состоянии. Под дейст-
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визы единичной силы Sf**  в точке M e S  на границе Г  вспо
могательного тела возникает система реактивных усилий и
перемещений Ц/**(М) % ориентированных в местной системе коорди
нат [  n j  в точках /\/е Г  .

В етом случае уравнение (3 .9 )  принимает вид

sf'u, IK) - Jxt и-as

Соотношение (З Л )  -  интегральное представление перемещений 
произвольной точки К  по направлению «*/ t выраженноцу функ
ционально через перемещения и усилия Р Гп){м) иа
границе. / “.

3 .1 .3 .  Рассматривая (3 .1 )  как функционал перемещений основ
ного состояния и применяя к нему дифференциальные операторы де
формаций (2 ,1 ) или закон Гука (2 .2 ) , получаем полную систему ин
тегральных представлений компонентов векторов перемещений и тен
зоров деформаций и напряжений. Для выражения системы 
интегральных представлений введем символ S , указываю
щий на произвольный характер интегрального представления. Для 
линейного напряженно-деформированного состояния S B fy  мо
жет рассматриваться как ди|4яренциальный оператор (2 .1 ) или 
(2 .2 ) , действующий на функционалы перемещений и напряжений вспо
могательного состояния. Это эквивалентно действию во вспомога
тельном состоянии отличного от единичной силы источника, взаим
ного и вызывающего на границе Г  соответствующие
ему перемещения У К и реактивные усилия

Я . у р / п> * ( н ,и )
Таким образом, обобщенная система интегральных пред

ставлений будет иметь вид

, ( з .2 )

/ 4 " "" ‘( К v h r - l

Обычно в (3 .2 ) краевые условия определяют лишь половину 
компонентов усилий и перемещений на границе г  основного сос
тояния, другая половина компонентов должна быть найдена в про
цессе решения граничной зяцачя.
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3*2. Универсальные вспомогательные состояния 

3*2.1* Для построения общего численно-аналитического метода 
во вспомогательном состоянии рассматривается область S  4 вы
деленная из бесконечного изотропного пространства S&o? с физи
ко-механическими характеристикой!, соответствующими заданным 
для тела S в основном состоянии. Бесконечная среда S — на
гружена сосредоточенной силой &**-**(#) , под действием которой 
на границе 3  €  Se*> образуется система реактивных усилий FfM(N) 

и перемещений L/t *Ш) . Образованное таким образом вспо
могательное состояние будем называть универсальным. Источником 
получения универсальных вспомогательных состояний являются из
вестные системы фундаментальных решений, определяющих поведение 
бесконечных или частично бесконечных сред под действием сосредо
точенных нагрузок.

3 .2 .2 .  Универсальное вспомогательное состояние для общего
случая исследования пространственного тела S строится на ос
нове решения задачи Кэльвина [9,15] :

= Г 16 0 - } ) г ] '* [  ( s - i  Щ  Я * 3)
В соотношениях ( З Л ) - ( З .З )  Г *  * -расстояни е

меаду точкой A f e S  и точкой А / е Г  ; I  * 1 ,2 ,3  -  индекс оси 
системы координат (U i}  в точке К  , по направлению которой 
действует единичная сосредоточенная сила S'*1**(Н )= 1; j  -1 * 2 ,3 -  
-  индекс оси системы координат, относительно которой определяет
ся перемещение.

3 .2 .3 .  Вели системы координат f a j  и f ty }  произвольно ориен
тированы в пространстве,то перемещения точки А 'а Г  в системе {n j  
от единичных сил, прикладываемых в ^  по направлению { ^ j  ,
определяется выражением

са ы) „ (3 .4 )

В (3 .4 )  Сц  -  матрица направляющих косинусов, которая связывает
системы / 4 7  ■ h ]  •

cie  * Сц Я ь „ (3 .5 )

3 .2 .4 .  Для определения компонентов тензоров напряжений во 
вспомогательном состояния при действии единичной силы 
необходимо к компонентам матрицы перемещений Кельвина (3 .3 )  при-
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манить соотношение (2 .2 ) .  Тогда

= са

ui& ijn>*(X,V ) ’ [ 8j r W - л ‘ 4 ^  "j  ~ (3 .6 )

-Sij n,)r-3 * Sain;*crSJ'
Если в точках А/ ^ Г  местная система координат ориентирова

на таким образом, что ось л ,  совпадает о внешней нормалью.
то элементы матрицы векторов усилий определяются из (3*6):

^O eA /J  = Сек • (3 .7 )

3 .2 .5 .  Компоненты тензора напряжений в точке К  основно
го состояния, входящие в тождество Сомилиана (3 .2 ) , получим при 
действии соответствующих дифференциальных операторов на L *(#) :

£ы м-[SmtA е ,{q*>W7*6% С«), (3.8)

Перемещения в интегральных представлениях (3 .3 ) напряжений оп
ределяются выражением

с„ * с„  . (3 -9)

3 .2 .6 .  Вследствие тождественности дифференциальных опера
торов, действующих на матрицу Кельвина при формировании компо
нентов перемещений интегральных представлений напряжений и ком
понентов напряжений интегральных представлений перемещений в 
местной системе координат [ n - j  в A 'e S  , совпадают вели
чины

. ( з л о )

3 .2 .7 .  Применяя дифференциальный оператор напряжений (3 .8 ) 
к компонентам интегрального представления перемещений (3 ,6 ) , 
получим составляющие тензоров напряжений интегральных представ
лений напряжений

Л̂УМ>
+29r’% tS y  * 5 (^ )г~ * (£ те n .nj пе пп)  ,
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+ ~ ( З .Ц )

Компоненты векторов усилий на границе Г  области аналогич
но (3 .7 )  определяется как частный случай ( 3 . I I ) :

л ) (3 .12)

(3 .13)

3 .2 .8 .  Для плоского напряженного состояния и плоской дефор
мации универсальное вспомогательное состояние получаем, выделяя 
область л5 из соответствующей двумерной среды £*<? f нагружен
ной единичным сосредоточенным воздействием. Матрица Кельвина в 
этом случав имеет вид

d P u f* 'М  ” н (n<*j г ' г ~ Ь г ) ,

г д е  и  « [г ж//Я 3e)J’f;
se т ъ -4 ^  -  для плоской деформации;
эе*(з ~ для плоского напряженного состояния.

3 .2 .9 .  Как видно из сравнения (3*4) и (3 .1 3 ), между компо
нентами этих формул существует формальное соответствие. Поэтому 
можно ограничиться выражениями для перемещений и напряжений 
вспомогательного состояния при ot4 я . В этом случав ком
поненты напряжений универсального вспомогательного состояния для 
интегральных представлений перемещений имеют вид

-  К/ Ъ /г  -  4 п е Пу Ж * J  •
Компоненты граничных усилий для двумерного напряженио-дефор- 

мированиого состояния определяются из (3 ,4 ) , (3 .1 4 ) при 
* 1,2.
3.2 .10# Для интегрального представления напряжений в плос

кой задаче теории упругости справедливы также формулы (3 .9 ) и 
(3 .1 0 ), Компоненты тензоров напряжений универсального вспомога
тельного состояния образуются аналогично ( З .П )  и ври ~ я^ 
определяются соотношениями

< Я ;щ пя # ,л / ) « * у н [ 8  v  * , ■ » *  г ~‘  -  

’(& / * e * i  * 4 v

(3 .14)
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Усилия на границе Г  также описываются выражениями (3 .12 ).

3*3. Дискретизация интегральных представлений 
3.3.1* Интегральные представления (3 .2 ) формально позволяют 

свести задачу по определению компонентов, характеризующих напря
женно-деформированное состояние объекта исследования для произ
вольного множества точек ^  е  S , к последовательности независи
мых вычислений для каждой i  -Й точки*

Рассмотрим произвольный многогранник (многоуголь
ник) . близкий области 5 и используем его границу
как оазу для аппроксимации действительной поверхности (конту

ра) Г* Предположим, что для остается в силе критерий сгла
живаемое™ Ляпунова на тех участках границы, где он был справед
лив до аппроксимации. Тогда соотношение (3 .2 ) будет вквивалентно 
следующему выражению:

Я% (К/ = i  Г] 8%? -
г* .  (3.16)

- /  е  '* M < /G /+ h s s £ ,£tt • S 3ft з r
если С -  количество неискривлениых базисных элементов -н ео гр а
ниченно возрастает с оо , a  S S .

3 .3 .2 . В (3.16) функции граничных плотностей эластопотен- 
циалов, определяющие значения перемещений и усилий на границе 

г  основного состояния, также следует заменить эквивалентными 
функциями на совокупности неискривлениых базисных элементов*

С этой целью могут применяться различные варианты аппроксимаций 
полиномиальными (сплайновыми) функциями на построенном базисе[3 ], 

В настоящей работе для решения задач различных классов бу
дем использовать Простейший! но в то же время достаточно общий 
способ кусочно-постоянного представления усилий и перемещений 
основного напряженно-деформируемого состояния исследуемого объек 
та 6 , отождествляемого с многогранником S '  • Это допущение
приводит к преобразованию (3.16) в виде

- f f a)W  Л S tn eU .'S S
3 ,4 . Аналитическое определение усилий и перемещений 

вспомогательного состояния на неискривлениых 
базисных фрагментах поверхности

3 .4 ,1 . Для вычисления дискретных компонентов (3.17) разра-

(3.17)
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ботаяа универсальная методика [1~7| , позволяющая путем прос
тейших преобразований свести Задачу получения значений опреде
лениях интегралов к серии операций над матрицами, обладающими 
большой компактностью и хорошо исследоваными свойствами,

3 .4 .2 . Рассмотрим произвольный плоский базисный фрагмент, 
ограниченный замкнутым многоугольником А, Aj . В точке

И имеется некоторая прямоугольная система координат •
Разместим в точке X  еще одну систему координат / Ч  /  та
ким образом, чтобы координатная ось п4 была перпендикулярна 
к плоскости А* Ас .. А / . Координатные системы {*,-} и f a }  
взаимосвязаны с помощью матрицы направляющих косинусов С/ 
(рио.ЗЛ ) .

3 .4 .3 . Используя только преобразования вращения систем 
координат, из соотношений (3 .3 ) , (3 .4 ) , (3 .5 ) , (3 .0 ) ,

(ЗЛО) получим выражения для перемещений и напряжений, вы
званных произвольно ориентированными воздействиями во вспомога
тельных состояниях.

Значения интеграла функций усилий и перемещений вспомога
тельного состояния по области плоского многоугольника опреде
ляются в результате последовательного суммирования по треуголь-* 
ным подобластям Н4 А, А , где в  Л, Ал А4ал
(рис, 3 .1 ) или

Рис. З Л . Приведение к базисной системе 
интегрирования в трехмерной задаче
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3,4.4* Вычисление значений определенных интегралов по фор
муле (3.18) упрощается при использовании преобразования вращения 
в единой фиксированной системе координат { * ; /  : ось г  н ,
проходит через точки Л7 и Uf ; ось я* перпендикулярна к 

параллельна А; .
Тогда

-4 i / V (3 .19)
для каждой стороны 

(3.20)

где 4 -  матрица поворота вокруг оси 
I 4 0 0

= [ о  CCS0-5M0
^  I о si/»© coie

3 .4 .5 . Используя матрицу вращения (3 .20), получим формулы 
для преобразования компонентов напряженно-деформированного сос
тояния:

J ,

3 .4 .6 . Представление функций под знаком интеграла (3,21)
позволяет построить матрицы характеристик напряженно-деформиро
ванного состояния в замкнутом виде и обеспечить эффективность 
вычислительного процесса. При этом интегралы не расчленяются на 
сушу простейших, что позволяет сохранить их физический смысл. 
Интегральные характеристики величин усилий и перемещений на не- 
искривленных базисных фрагментах в системе ( ^ }  определяются 
выражением * ^

« ■ . о . * ,

где a  -  расстояние от точки к < до прямой AyAj+s у
-  длина прямой, отсчитанная от точки пересечения 

прямой AjA/+s с перпендикуляром с? , в формулах, приведенных 
далее, отождествляется с ^  , характеризуя линейный размер и
направление; « проекция радиуса-вектора А  на плоскости,

3 .4 .7 . Замкнутые аналитические выражения, определяюнще все 
интегральные характеристики перемещений и усилий на границе вело 
могатэльного состояния системы алгебраических аналогов интегрзль 
пых представлений (3 ,1 2 ), приведэны в приложениях.
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4. АЛГОРИТМЫ р в ш и я , ШЯЧШЬ ИСТГОЯШ 
ДАНИЯ И ПОЛУЧАЕМЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

4Л* Решение граничной задачи

4 Л  Л* На первом этапе расчета построенные функциональные 
уравнения решаются на основе численно-аналитического метода Йрм 

этом аппроксимирующие линейны© алюбраические системы 
можно представить в общем матричном виде

(4 .1 )

где }а] и j y j  объединяют соответственно неизвестные и и з 
вестные дискретные значения плотностей эластопотенциалов в зяви-* 
оамсюти от граничных условий и нагружения тела; J и [S] -  
матрицы, члены которых вычисляются как интегралы функций компонен
тов вспомогательных состояний (см, разд. 3 ,2 ) .

Определение неизвестных j x  j  связано с определенными 
грудностями как теоретического, так и вычислительного характера.
Хотя применение метода потенциала на единицу снижает размерность 
разрешающих соотношений по сравнению с размерностью самой задачи, 

порядок алгебраических систем (4Л ) при расчете реальных объек
тов весьма высок (особенно при исследовании трехмерных тел).

Кроме того, коэффициент заполнения матрицы [А]  , 
представляющий собой отношение количества ненулевых элементов к 
общецу числу элементов матрицы, обычно близок я единице. Поэтому 
для формирования и решения системы (4 .1) при чиоленной реализации 
необходимо использовать внешние запоминающие устройства ЭВМ, что 
существенно усложняет вычислительный процесс.

4 .1 .2 . В настоящей работе приводится прямой алгоритм ре
шения граничной задачи. При его использовании матрицы [А] и [£}  
формируются последовательным обходом границы объекта и вычислением 
для каждой узловой точки /V • строки коэффициентов при неизвест
ных в узлах /Уа/п по формулам (3 .21 ), где принят кусочяо-постоян- 
ный закон изменения неизвестных в пределах элементов границы , 
центры тяжести которых отождествляются с узловыми точками Я  .
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4 Л .З . Построение прямого алгоритма и его сходимость при 
сгущении сети элементов на границе Г  покажем на примере следую
щей трехмерной задачи теории упругости. Квадратная i  плане плас
тина (рис. 4Л ) защемлена по боковым гранямt к плоскости x f 
приложена равномерно распределенная нагрузка единичной интенсив
ности ̂  поверхность свободна. Отношение толщины М к
размеру в плане Z; N / l « 1 /4 ; 1/2 и I .  Модуль упругости плиты ус
ловно принят единичным» а коэффициент Пуаосэна 0*3* Грани ч-

Сгущение разбивочной сети на граничной поверхности плиты 
производилось в ооответотвии оо схемой на рис. 4 .2  (тонкой лини
ей показан принцип сгущения) при выборе по толщине плиты /? -  4» 
6*8,10 фрагментам. При использовании куоочно-поотоянной аппрокси
мации неизвестных разрешающая сиотема имеет вид:

я-------------------------------------------: ----------------------------  " W '

I

W

Рис. 4 .1 . Толотая завышенная плита

Д «  Л у -е  Г
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( mi + l

ДЛЯ f/o j e r<j + Ги ( fnt f i  *  t  < /пг)

/К*1 УК

I n ЩЩЪ^Т

V *x \  yV

Рио. 4 .2 . Фрагментация граничной поверхности

Для оценки влияния изменения разбивочной сети граничной 
поверхности на точность результатов при различных значениях вы
числялись перемещения af и напряжения сг в точках, расположен 
них внутри объекта вдоль прямой хг Результаты вычислений
показаны на рис, 4.3 в виде графиков изменения иг и вдоль 
оси х г .
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Рис, 4 ,3 , Напряжение <>ft к перемещение 
в толстой пластине при х^-ос3=0

Ив них оледует, что для МД * 1,0 и 0,5 достаточно шес
ти фрагментов по толщине пластины, а для МД * 0,25 -  восьми 
фрагментов. При этом значения перемещений ц  при контрольном сгу
щении оетхи ( п  * 8 при МД « 1,0 и 0,5 и /г * 10 при МД*, 
ш 0,25) отличаются от предыдущих в пределах ~  Сходимость 
напряжений ухудшается при приближении точек к граничной по
верхности плиты, где особенно сильно ощущается вогрешность кусоч- 
но-поотоянной аппроксимации плотностей. Тем не менее напряжения 

совпадают в большинстве точек прямой для тех же значений па
раметра разбивочной сети /?, что и перемещения и , .
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На рис, 4 ,4 . изображены результаты решения граничной за
дачи в нвде эпюр напряжений ^  (сплошная линия) и ^  (пунктир
ная линия) вдоль прямой ш&. При ///4  « I* 0,5 для
приводимых результатов принято разбиение 6; при 0,25
п  = 10, Необходимость использования более густой разбивочной сети 
при меньшей толщине пластины связана с увеличением градиентов 
напряжений при приближении к свободным граням (рис, 4 ,4 ),

Рис, 4.4, Граничные напряжения ^  и ^  
в толстой пластине при

4 ,1 ,4 , При вычислении коэффициентов разрешающих сис
тем с помощью соотношений рвзд. 3.4 различия между основными вариан
тами реализации практически несущественны. Для иллюстрации воз-
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возможности использования интегральных уравнений о эластопотен- 
циаламн» содержащими компоненты как с особенностями кигких поряд
ков (простого и двойного слоя), так и о вноской степенью сингу
лярности» можно использовать задачу» где определялось напряженно- 
деформированное состояние квадратной пластины о единичной длиной 
стороны в условиях одноооного растяжения. Начало координат при
нималось в центре области» на сторонах задавались статические гра
ничные условия при ~ Р, Рг я & j  ПР® *г "  ~Рг 
Модуль упругости /*- единичен» коэффициент Пуассона i> = 0 ,3 .

В первом варианте разрешающая система строилась из соот
ношений вида г/^(х) в соответствии с (3 .2 1 ,6 .1 . 6 .2 ) .  Чаоть 
характерных результатов расчета в виде перемещении точек I  (0»5;
О»25) и 2 (0 ,25; 0 ,5) при разбивке каждой стороны на 6 и 18 участ
ков представлена в табл* 4,1* Аналогично решалаоь обратная задача,

Таблица 4 .1

i и,(<) иг О) и,и) ъ (? ) п о ) РгО) Р<(2) р* а )

6 0.503 -0.074 0.248 0.154 0.987 I  Ю"3 5 Ю"3 I  Ю”6

18 0.501 -0.075 0.249 0*152 0.998 8 ТО-5 3 ИГ6 I Ю"6

где задавались кинематические граничные условия 
ur - х г£~\ -  ) z f £  хи вычислялись реактивные усилияуа/>^

В данном случае при определении дискретных неизвестных 
функциональные уравнения содержали элаотопотенциалы, компоненты ко 
торых по граничным свойствам были не хуже потенциала двойного слоя, 
а алгебраическая система формировалась из аналогов уравнений Yf 
или У£ . Полученные результаты свидетельствуют об одинаковой точнос
ти решения как первой» так и кгорой краевых задач*

Для сравнения приведенная задача при статических условиях 
на контуре / т решалаоь также о помощью системы уравнений» построен-
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ной относительно неизвестных перемещений £*;№)> ^  на осно
ве соотношений 6h (а )  (3.26), (3,27).

В табл. 4.2 даны значения величин £/;(/), {£) при раа-
бивке каждой стороны пластины на 69 10 и 50 участков. В графах 
1£;(х) приведены результаты, полученные при образовании уравнений 

из интегральных представлений перемещений в
Фу (л) -  напряжений. В обоих вариантах величины <%,(2)t /) опре

делялись по формулам (3.21), (см.6 .4 ).
Таблица 4.2

i - ■6 - W •-SO

а 1к(к) ©V (к) tuCk) %  (К) U ilk) (К)

2 0.2485 0.2518 0.2491 0.2514 0.2498 0.2503
щ

I 0.5035 0.5027 0.5021 0.5013 0.5004 0.5002

2 -0.1597 -0.1582 -0.1558 -0.1548 -0 .I5 II -0.1509

иг I -0.0743 -0.0780 -0.0746 -0.0773 -0.0749 -0.0750

2 0.9870 I.0I58 U.9921 1,0192 0.9983 1.0022

<3ц I 1.0029 1.0000 1,0014 1.0000 1.0002 I . 0000

Выполненный расчет имеет достаточно общий характер, 
поскольку при формировании разрешающих функциональных соотношений 
из представлений q  (л) и используются практически вое ти
пы злаотопотенциалов задач теории упругости. Как следует из 
табл. 4 .2 , точность вычисления неизвестных плотностей на основе 
различных рассмотренных подходов оказывается приблизительно оди
наковой,

4 .1 .5 . Все алгоритмы расчета составных объектов» реализо
ванные в ШШ "Потенциал*, основаны на универсальной методи
ке, предполагающей формирование разрешающих соотношений при рас
членении объекта на отдельные элементы, Однако многообразие ва-



риантов сопряжения различных инженерных конструкций заставляет 
учитывать при решении особенности постановки объединяемых типов 
граничных задач. Трудоемкость расчета во многом зависит от общего 
количества стыкуемых элементов, их конфигурации, взаимного распо
ложения и вида контакта,

4 .1 .6 . Во всех вариантах расчетов тел рассматриваемого 
класса алгоритмы имеют следующие характерные этапы. Сначала каждый 
выделенный элемент подвергается дискретизации по границе
£  ж в соответствии со схемой, представленной при описа
нии методики расчета однородных объектов, формируются подсистемы 
алгебраических аналогов. Затем из условия неразрывности вводится 

тождественность усилий и перемещений, возникающих в рассматри
ваемых элементах по границе сопряжения. При этом учитывается пере
мещение в пространстве выделенного элемента как жесткого целого, 
что приводит к необходимости определения произвольных постоянных 
интегрирования. Полученные подсистемы объединяют в одцу общую си
стему и , продолжая операции сочленения отдельных ступеней, рреиз*- 
водят дальнейшее ее укрупнение. Этот процесс заканчивается присое
динением граничных элементов. Методика построения разрешающих со
отношений не зависит от вида загружения и общих граничных условий 
задачи. Так как обычно каждый элемент сопрягается с ограничен
ным числом соседних фрагментов , то аппроксимирующая матри
ца получается не полностью заполненной и для рационального решения 
задачи применяются специальные способы формирования и решения систе
мы уравнений.

4 .1 .7 . Приведем характерный пример, позволяющий проанали
зировать некоторые особенности численного решения граничных за
дач составных объектов, воспользовавшись результатами расчета дио- 
ка ступенчато-переменной жесткости, подверженного равномерному 
радиальному растяжению ^  по внешнему контуру (рис. 4 .5 ) . Внеш
нее кольцо жестко связывалось со вставкой -  диском, что в об
щем случае характеризуется четырьмя компонентами напряженно-де
формированного состояния. Наличие радиальной симметрии позволило 
исключить касательные неизвестные. Кольцо, материал которого харак
теризовался величинами и , и вставка }  находились
в условиях плоского напряженного состояния. Задача решалась с уче
том двух плоскостей симметрии. Внешняя граница диска и фрагмент 
сопряжения аппроксимировались 18 прямолинейными участками, а фраг
менты, ограничивающие четверть кольца и вставки в радиальном на-
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Рас. 4 .5 . Графини радиальных перемещений 
в составной круговой пластине 
при ^  = I  кЛа, ^

-£* 10000. # 5 ., I . ,  0-2, 0.0001 кЛа

правлении» разбивались на 4 участка каждый. Неизвестными на внешшй 
границе диска были нормальные перемещения» а на фрагменте сопряже
ния -  нормальные напряжения и перемещения. На радиальных участках 
следовало определить лишь касательные перемещения. При решении на 
внешней границе кольца формировались девять уравнений, на радиаль
ных фрагментах -  по 16 уравнений. На участках раздела одно урав
нение формировалось при направлении нормали внутрь вставки с учетом 
физико-механических характеристик кольца, второе -  яри обратном на
правлении нормали для вотавки, Задавшись кусочно-постоянной аппрок
симацией плотноотей, на основе формулы Сошлиана получили:

Г ) f  N)olr,
С Г  Г  Г 8 J >' А  > V  /  С (4.4)
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Алгебраические системы (4 .4) формировались и решались при 
-)f ш$г ш 0t 3  и различных соотношениях модулей упругости

На рис. 4 .5 , 4 .6  показаны графики изменения радиальных 
напряжений и перемещений при некоторых значениях ф у н к ц и й / - ^ ’ 
Полученные результаты сравнивались о известными аналитическими 
решениями. При 4  / 4  Л ЮООО (практически абсолютно жесткая 
вставка) невязка в перемещениях не превышала 1%, в напряжениях - 
2#. При £г /£ f  » 0,01 (диск с отверстием) невязка составляла 
0,3#, Кольцевые напряжения (рис. 4.7) в диске-вотавке изменяются 
аналогично @г , а в кольце понижаются. На лжнии сопряжения коль • 
ца ж вставки напряжения <?3 претерпевают разрыв, величина кото
рого при /  * 10000, достигает значения 0,94902 Па, а при

/ *  0,0001 (диск с отверстием) равна 2,66656 Па,

Рис. 4.6. Графики радиальных напряжений 
в составной круговой пластине 
при 4' = I кПа, >1, ->!#■ *•<?-*
£ =  ТОООО., 5 . ,  I . ,  0 .2 , 0.0001 кПа

Аналогично анялизировалиоъ результаты при ,£ /,;f -  /, 
<7* <^.-f(p*o. 4.8i.



4.7. Графики кольцевых напряжений в осотавно£
круговой пластине при ^ * 1  idle, ^  *&*<?*, 
£ =  0,0001, 0 .2 , П , 5 .,  10000. кПа* '

Рис. 4. 8 . Графики радиальных напряжений в составной 
круговой пластине при ^  = 0. ,  0 , 1,0 . 2,
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4.2. Определение к апряжеш*о~ деформирован ног о 
ооотошшя во внутренних точках области

4 .2 , .1, Каашдебмгы» характеризующие исследуемое напряжемне 
деформируемое обстоя»же по произвольному множеству точек Л <? *>; 
зыюжрет$& w u e u m c * ' м  основ© овераторш  форьдл (3*21). Ир*
ЖТШ обвчно дд£ полноты р асчет  требует с л определить характерные 
ш ш ш  твшго я сечениях Л> € Г 3 но ш найти дополнитвльнив 
ятйсття в ра гомвт риваемкх njm решена* первого зтапа задачи тт ^ 

^  д л^у € Г, В *ш*тво#?и8 для иоеяедпваяжи концентрации шшш-- 
ашшй й Тре^нрйшс тед&х мавбшшиЗ интерес представляв значение 
$а , 'Sss, па имоттШь тжотшт непосредственно на границу 
f >С/ 4? /*)«foUHOCT» 1ЙШШШЯ второго ВТШ!« уиичст* асшииит ит ме - 
чатим снроде^ш» ненавистных дискретных граничных значений п*\ v 
моетей» Накстоше ттхг&ты® аспекты анализа возможных результа

тов» иядеетрмру^м сладувщшп приме реки ,

4«2»2. Для оценка влажная замени кривая единой ааодаъозти 
шш'Ъгршшмпт  о различной степенью приближения к f  pec- 

&т%%т з-ад&чу о де#етът  внутреннего (рис* 4 ,9 ) и внешнего 
<1*0. 4,10) яормшьного давления у  на сферический слой. Рйдиус 
йодоети ^  равен половине радиуса ,-f внешней сферы С * Рао- 
Депшй йрмгшвт - иосшии часть тела* ограниченная коор- 
дживгшан! плоскостям» ж- но которых задавалась условия еш&е* 
метра*; агД Каждый выделенный сферический фрагмент ап-
арояожшфоаадод набором ив 16 (первый вариант) или 64 (второй ва
ри акт) плоских треугольников, раабивочная сеть которых строилась 
&о ш&дсгкя с ряс, 4 ,2 , На поверхностях ^ , образованных сече 
июкми .г  » <?, задавались 4 элемента но радиальной или 4 (или 6) 
во кольцевой координатам. Компоненты тензора напряжений после 
первого этапа решения граничной задачи при кусочно-постоянной а п 
проксимации плотностей определялись на основе реализации соотно
шений (3,21)

(гке W  ~  , [р, щ )j t С ; и(Т (к , M)dr~
л



(4 ,5)

М
■ 9 Z t . c , + f f  ? « '

(<=с.' '> г2\ ф
t f ' i W d r .

П)^2,3'> L = />2,3

Здесь €fi С£ t С3 -  номера последних елементарных плос 
ких граничных фрагментов, принадлежащих соответственно /J, ^

Нормальные напряжения ^  и С (рис* 4 .9 , 4.10) опреде
лялись в сечениях А. & S на луче, проведенном из центра координат 
и пересекающем поверхность /J в точке со сферическими координа
тами л  а А] Такой выбор обусловлен расположением центров
аппроксимаций на многограннике, заменяющем Г. Полученные число
вые результаты сравнивались с известным аналитическим решением

(TP~f .  145r~*[0.12SQt ' ( r i - R i)+C l1( O ,i s 5 R - h i)]
(4 .6)

СГв « 0 .57 /4Г - 3[0.135^г ( г г 3- 1 - ^ ) - р 2 Г '-#-0,125R3)] ,

На рис* 4 .9 , 4.10 точные значения £  и 6^  показаны 
сплошной и штрптунктирной линиями. Обозначения 9 и *  соот 
ветствуют величинам 6*z при разбивке базисного сферического фраг 
мента соответственно на 16 и 64 плоских треугольника, а * и т 
аналогичным На Pf и Г  расхождения не превдаают ЗЗС для 16 
и 0,5£ для 64 треугольников. В приграничных зонах невязка несколь
ко увеличивается (б£ при 16 и 2% при 64 треугольниках). Отсюда 
следует» что даже сравнительно грубая аппроксимация границы обеспе 
чивает достаточно высокую точность результатов решения.

4 .2 .3 . При оценке целесообразности выбора какого-либо ва
рианта алгебраического аналога интегральных уравнений о различны
ми свойствами необходимо учитывать не только их влияние на точное! 
определения граничных плотностей, но и на вычисление компонентой 
во внутренних точках области (оообенно в тех случаях, когда иооле 
луютоя напряженно-деформиро ванн не состояния, характеризующиеся вн 
сокими градиентами вблизи границы).

4 .2 .4 . Рассмотрим решение задачи Кирша [1 5 ] ,
Окружность аппроксимируется вписанным 

правильным многоугольником ( ^ 62). нагрузка приклады
веется на расстояния 20 х.', Цри построении ре^решаюйих упчянений
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н а  оцты я р е х о э д я х ш к й  ttm {*) я  яуатштшж к ув а ч ш а -х о е т о я ю го * 
аадроксамафск ш к т ю а о д в  в о д у * »

«Г Ы ')1< £,аГ < к ,ш г }
г * (4.7)

At «««рои ЯЛЦШЯ1Я 4 ж ш яж етш * лл**яш. ш  ж  граивце 6$g:m 
н и < ш с и и » У к ,  в е в а и а в у в  « и * » г р & ш ш в  & з в р * | в в » 0

Г̂- (®С ?
Jm ' w - ^ J f ^ J r ^ u r w i d r  -

Г*

V v 4 * ,N ) d r ) .
г* (4.6)

Р е е у а в у а в *  ш п я о я я м я  н а п р я ж е н а *  о р е я а в м  с  я в а е о т н н в  а н а 

л и т и ч е с к и м  р п м м и

<Г„ (г ?  ~ 0 S  (2 *  Г  V **  ЗГ*% -*) ;
I*»»/

^ . s ^ / r W - o ,

И в а м и ш а * в а б и . 4. 3,  гд е  пред о т *  м е н ы  значения I  £ .  
н а  гр а н и ц е  о т в е р с т а я  (*• Я) ■ к  в н ут р е н н и х  т е ч к а х  ( А  -  
-* 1,2 >Р (  1,6 Я ,  2,0 R ) ,  можно сд е я а тк  вм ао д , ч т о  у  о б е й * 
в а р и а н т а х  ран ен и я  при } м м ч е ш  /  в е л и ч и н  ^  f ' V  е т р е а в т а я  
ж т  сив нм в н в чея и я м . 8 ч а с т н о с т и , ж * гр а н и ц е  о т в е р с т и я  (  а  *  #. 
&„(#} “ J )  е о гр е м х о о т к  н е  яревмиает Л0?Р при / «  16 в  е о с т а *~  

я я е т  мвдвв a  в р и  / < •  62.  Ирм ояредедеижх а е в а в е о ти м х гу я я и ч я м х  
в л о т ю с т е *  о вом оцкс у р а в н е н а * ^  (к) и а  к о н т у р е  о т в е р с т а я

»* <7, ууо жожовавт «ачеижл %е(г)г0 в а другах тоннах. 8» 
втором варя вата ремежкж ^(4) шО в поетому вахаджто*
точнее, чем в первом случае.



Э1

TadJvqa 4*3

« V
г * 18 i»

к 3 2
t  яi 6 2Л

%  r V j ©V г ' И ~ V, (X) t?v  (К) U/(x) ^  / * 7

1.0 2.8241 2/.'132 2,9543 | 2.9114 2,9741 2*%ве ,

1.2 2.1674 2.2Э91 2.1426
|
2.1965 2.1351 2 Л  802

Со «
1.5 1.5562 1.6003 1.5563 1*5932 1.5562 j[ 1,57X0. 

L — „ — -j

2*0 1.2296 1.2560 1.2306
Г '

1.2551 1,2301 | 1.2528 ! 
1——— 4

f i . C 0.2341 .0.0000 0,1961 0.0000 0.1683 ]I 0,9000 1

X ** » 2  ]§3*2297 0.2309 о.эвзз 0.2937 0.3633JI  0,3229 |

1  ^
§3,4232 0,3703 0 .4 3 *

___ ;
0.3946

и-*— ^
0.4432 ! 

J
[  о лот е |

L L l
§3,3381 0*3114 | О.Э456 0.3214 | ■0 , 3 4 3 : 1  ][о .а -2  |

4*3, Иоходию двзагм * мою* получаема 
результатов

4-3,1* Ш 1ШП *£1оте*а[дал* раышчаютс* д м  у ревел «яфорив- 
дта| оптитът*  cxfe**t ясслвдовещмг,

4 * 3 , 2 .  Н а  шертш  i s m  -  в х о д н о м  *  д а т е  я р е д о т в в л я е т с д  

в  к о м п а к т н о м  м д © »  я а я б о л е е  у д о д о м  п р е  п о д г о т о в к е  е о л м о в а т е м *  

условия |хтвътоШ валex t. С*» могут бит* условно разделай* ха три 
г р у п п у :

1) деин», опхсввагеде грившяу обмет* * вагру»кя|
2) 4яв*кониехяяячеокяе хараятеристяяя матеркам;
3) коордвватн точек внутри области, занимаемо! объектом,
Перечень «ходите давних припадая в табл* 4*4* Инфор

мации первых двух групп достаточно для реметя Г|<ишчной
задачи* Для построения полей компонентой иапрмениодвфорки^ 
роврнянх состояний во внутренних точках объекта необходим vn/tm* 
набор входных данных, вклшаютя* рр* TpW групп*.
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Таблица 4*4

Пи
тр

Идентифи
катор

Тип Размер
ность

Назначение Примечани<

т 2 Зв ¥ 5 6
1 Л'Г4А{? МГ£0?Я Кодичеотво базис

ных фрагментов 
границы области

I AS ц Признак симметрии 
области, занимае
мой объектом

1. Количество вариан
тов нагружении
объекта внешней 
граничной нагруз
ки

I >\t£l н Количество стыкуе
мых элементов

i'i ~ m i Значения модуля 
упру 1*0 от ж

И V и Значение ковффиця 
ента Пуассона

Г А и h w . Матрица координат л
ip tfs  > базисных фрагмен

тов
количесч 

во плоских 
элементов
границы;
4'А?{£ - А

1 Л1

PQ

lAfiAAA А Щ Ш ) Матрица (поле) 
признаков

Ч i *
-Ч Я »

й >'5

I MfAJL i-W, л Я Матрица (пода) ¥/е

■1 a r ) граничных нагру М ? * £
зок л  а -  ко

дичеотво
нагруженных 
плоских эле 
ментов i'pa
РИЦН

1 IPPiJL7 /  i fTAcA i f  Ф ) Настройка алго
ритма на режим
выдачи результатов

ш МА \ n Количество полей 
внутренних точек

У. ASA u < Начальные номера 
элементов границы

щ ,t:VA i Конечные номера
рляментеь гранит*
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Окончание табл. 4.4

l - . i  -  2 3 4 5 6

Ш f f i S  И (tfj

ш ASfr **J 1 № Ш

ш MAL (Ш)

ш 1ЛГ£Ш (/ЗОО)

П  X M A S
( M A S * * *  9  S A L  ( * ° )

Величина отхода 
до нормали внутрь 
исследуемого 
объекта от цент
ральных точек гра
ничных плоских 
фрагментов
Количество обраще
ний к сервисным 
подпрограммам вы- 
чжут ни я лоотшппт внутренних точек 
Массив параметров 
для вызова сервис
ных подпрограмм
Массив признаков 
принадлежности то
чек тому или иному 
элементу составного 
объекта
Массивы объемных на
грузок для каждой 
подобласти исследуе
мого объекта

Задается при расчете трехмерных объектов. 
Задается при расчете составных объектов.

4.3.3» При переходе ко второму уровню -  оперативному ■ осу
ществляется преобразование входных данных к виду, в котором ш 
непосредственно используются в работе пакета прикладных п\ ;
На этом уровне происходит переход от исследуемого объект 
дискретной модели. Информация, необходимая для описания й ос задней, 
носит название оперативной и ее объеь* значительно превышав" коли
чество входных данных.

4 .3 .4 . Входные данные о границе области и нагрузках пред
ставлены в виде трех матриц (геометрии, признаков и нагрузки) и 
некоторого количества переменных, задающих общие предельные харак
теристики дискретной модели.

4 .3 .5 . Для задания параметров первой группы в ПШ1 *Дотен 
циал" принят пофрагментный способ описания границы исследуемого 
объекта. Последняя рассматривается как совокупность фрагментов ка
нонических поверхностей (б ан н ы х  фрагментов), в пределах которых 
постоянны граничные условия и закон изменения внешней граничной 
нагрузки. Количество таких фрагментов определяется переменной
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flP#AG- (табл. 4 .4 ) , 8  их параметры заносятся в поле коорди
нат А по строкам. Одновременно в псле признаков УА для каж
дого базисного фрагмента вводится информация о тиле геометрической 
поверхности, параметрах дискретизации при аппроксимации плоскими 
четырехугольными или треугольными элементами, граничных условиях 
и видах нагружений, а в поле нагрузок PQ -  величины граничных 
нагрузок. Эти параметры служат исходными данными для ветви, осу
ществляющей переработку входной информации в оперативную. Состав 
сервисных модулей, структура данных и порядок их занесения подроб
но описаны в [7]*

4 .3 .6 . Значения физико-механических характеристик материа
ла (модуля упругости /  и коэффициента Пуассона р ) присваи
ваются одноименным переменным (табл. 4.4) и приняты постоянными в 
пределах одной подобласти. При рассмотрении составных объектов эти 
данные заносятся в массивы £ /  и Af(/f ,  каждое /  -е  значение 
которых соответствует физико-механическим характеристикам / - #  
подобласти.

4 .3 .7 . Данные третьей группы могут быть представлены двумя
различными способами. В первом из них задается диапазон номеров 
неискривленных элементов, аппроксимирующих реальную граничную по
верхность, и значение £ f определяющее величину сдвига централь
ной точки граничного элемента внутрь исследуемого объекта от его 
границы. Точки с одинаковым значением параметра 6  топологически 
объединяются в поле, номер которого £  служит для выбора нужного 
значения параметров из массивов и fP $  (табл. 4 .4 ) .

Второй способ предусматривает использование сервисных 
подпрограмм для вычисления координат внутренних точек* Количество 
обращений к таким подпрограммам (Л ££Г)  и необходимые пара
метры для них (массив £ Т  ) задаются пользователем. Как вспомо
гательный предусмотрен вариант ввода информации третьей группы не
посредственно с перфокарт.

4 .3 .8 . Получаемые в процессе решения задан результаты вы
даются на алфавитно-цифровое печатающее устройство (АЦПУ) и или 
необходимости накапливаются на магнитном диске,

4 .3 .9 . Выходная информация, выдаваемая на АЦПУ в процессе 
работы ПИП, может быть условно рлчбитч на дне группы;

информация, помгг'чютня контролировать правильность подго
товки входных данных;
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в ы х о д н ы е  д а н н ы е ,  я в л я ю щ и е с я  р е з у л ь т а т а м и  р а с ч е т а  н а п р я 

ж е н н о - д е ф о р м и р о в а н н ы х  с о с т о я н и й  и с с л е д у е м о г о  о б ъ е к т а .

4 . 3 . 1 0 .  Д л я  к о н т р о л я  п о д г о т о в к и  в х о д н ы х  д а н н ы х  н а  А Ц П У

в ы в о д я т с я  о б р а з ц ы  п е р ф о к а р т  с  в х о д н о й  и н ф о р м а ц и е й .  Э т о  п р о и с х о д и т  

л и б о  п р и  о б н а р у ж е н и и  п р о г р а м м о й  в в о д а  о ш и б к и  в о  в х о д н ы х  д а н н ы х ,  

л и б о  п р и  в е д е н и и  п р и з н а к а  р а с п е ч а т к и  - О •
Е с л и  т о  н а  А Ц П У  п о л н о с т ь ю  в ы в о д и т с я  в с я  о п е 

р а т и в н а я  и н ф о р м а ц и я  в  в и д е  т а б л и ц ,  с о д е р ж а щ и х  п о л я  к о о р д и н а т ,  

п р и з н а к о в  и  н а г р у з о к  д л я  п л о с к и х  з л е м е н т о в  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и .  

П о л н у ю  р а с п е ч а т к у  о п е р а т и в н о й  и н ф о р м а ц и я  р е к о м е н д у е т с я  в ы п о л н я т ь  

п р и  о т л а д о ч н ы х  п о с т а н о в к а х  з а д а ч и ,  т а к  к а к  з т о  с в я з а н о  о о  з н а ч и т е л ь 

н ы м  р а с х о д о м  б у м а ж н о й  л е н т ы  д л я  А Ц П У .

Е с л и  }РРУ1Г(/) - ф, т а  н а  А Ц П У  в ы в о д и т с я  т о л ь к о

с о о б щ е н и е :  " Г Е О М Е Т Р И Я  Г Р А Н И Ц Ы " .

В  с л е д у ю щ е й  с т р о к е  л и  о т  л и г а  у к а з ы в а ю т с я  о б щ е е  ч и с л о  э л е 

м е н т а р н ы х  п л о с к и х  ф р а г м е н т о в  и  з н а ч е н и е  п р и з н а к а  с и м м е т р и и .

4 . 3 . 1 1 .  Р е з у л ь т а т ы  р е ш е н и я  г р а н и ч н о й  з а д а ч и  в ы в о д я т с я  н а  

А Ц П У  в  в и д е  т а б л и ц ы  п о д  о б щ и м  з а г о л о в к о м  " Р Ш Е Н И Е  Г Р А Н И Ч Н О Й  З А 

Д А Ч И " .  Д а л е е  д л я  к а ж д о г о  п л о с к о г о  э л е м е н т а  г р а н и ц ы  в  о т р о к е  т а б л и 

ц ы  р а с п е ч а т ы в а ю т с я  з н а ч е н и я  к о о р д и н а т  ц е н т р а л ь н о й  т о ч к и  ф р а г м е н 

т а ,  а  т а к ж е  к о м п о н е н т  в е к т о р о в  п е р е м е щ е н и й  и  у с и л и й  в  м е о т н о А  

к о о р д и н а т н о й  с и с т е м е  /п .  З а т е м  д л я  к а ж д о г о  п о л я  в н у т р е н н и х  т о ч е к  

в ы д а ю т о я  е г о  н о м е р ,  п о д е  к о о р д и н а т  и  н а п р а в л я ю щ и е  ж о о и н у о ы  о с и

в  г л о б а л ь н о й  к о о р д и н а т н о й  с и с т е м е .

К о м п о н е н т ы  Н Д С  н а  А Ц П У  в ы в о д я т с я  в  в и д е  г р у п п  п о  12 т о ч е к ,  

р а с п о л о ж е н н ы х  в  ч е т ы р е х  т а б л и ц а х .  П е р в а я  и з  н и х  с о д е р ж и т  к о м п о н е н 

т ы  в е к т о р а  п е р е м е щ е н и й ,  в т о р а я  и  т р е т ь я  -  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а 

п р я ж е н и й .  В  ч е т в е р т о й  т а б л и ц е  с в е д е н ы  з н а ч е н и я  г л а в н ы х  н а п р я ж е н и й  

в  к а ж д о й  т о ч к е .

Л о о л е  п о с т р о е н и я  к о л ш о н е н т  Н Д С  д л я  в с е х  т о ч е к  о ч е р е д н о г о  

п о л я  н а  А Ц П У  в ы д а ю т с я  м а к с и м а л ь н о е  г л а в н о е  и  о к т а э д р и ч е с к о е  н а 

п р я ж е н и я ,  п о з в о л я ю щ и е  о п р е д е л и т ь  н а и б о л е е  н а п р я ж е н н о е  м е с т о  в  р а с 

с м а т р и в а е м о й  к о н с т р у к ц и и  п р и  з а д а н н о м  в а р и а н т е  в н е ш н и х  в о з д е й с т в и й ,
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5* ПАКЕТЫ ПРИКЛАДНЫХ ПРОГРАММ "ПОТЕНЦИАЛ” И ИХ 
ИСПОЛЬЗОВАНИЕ

5 .1 . Пояснительная записка

5,1*1* Основание для разработки -  Программа комплексной 
стандартизации по научно-технической проблеме "Расчеты и ис
пытания на прочность” на 1986-1990 г г .

5 .1 .2 , Краткая характеристика предлагаемого метода, све
дения о его эффективности, точности, универсальности, возмож
ности автоматизации всех этапов расчета; обоснование преиму
ществ, границ применения в рекомендуемой области распростра
нения, а также нормативные и литературные источники приведе
ны в настоящей работе и в ( 1 - 1 в ] .

5 .1 .2 Л . Универсальная структура подготовки данных для 
ввода исходной информации и форма представления результатов 
расчета по данному методу позволяют в минимальные сроки под
готовить специалистов для эксплуатации ППП "Потенциал", ис
пользующего стандартное системное математическое обеспечение.

5 .1 .2 . 2 . Последовательность решения конкретных задач, 
независимо от области применения ППП; требования к квалифи
кации работников:

5 .1 .2 .2 .1 . Конструктивная постановка задачи. Инженер-про
ектировщик определяет конструкции или их элементы, для кото
рых выполняются расчеты. Подготавливает фрагменты рабочих 
чертежей, определяющих геометрические параметры исследуемого 
объекта, расчетные характеристики материалов конструкций и 
данные о внешних нагрузках. Специальная подготовка может быть 
ограничена общими сведениями о возможностях ППП "Потенциал"
и кругом решаемых задач,

5 .1 .2 .2 .2 .  Постановка задачи и выбор дискретной схемы. 
Инженер-расчетчик подготавливает расчетную схему объекта, от
вечающую целям исследования, с учетом возможности ППП и мощ
ности ЭШ. При этом обязательно изучение документации, сопро
вождающей ППП "Потенциал" ("Описание программы", "Руководство 
программиста"). Для специальной подготовки требуетоя приблизи
тельно неделя и некоторый опыт практической работы, который 
может быть приобретен в процесс^ освоения ППП.
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5 .1 .2 .2 .3»  Подготовка исходных данных в соответствии с 
заданной расчетной схемой может выполняться работником, име
ющим квалификацию техника-программиста. Он обеспечивает пуск 
задачи и получение результатов ее решения. Для специальной 
подготовки требуется овладение навыками, полученными при 
изучении "Руководства программиста" в течертие 1 - 2  дней.

5 .1 .2 .2 .4 . Представление результатов -  по $орме на лис
тинге ("Руководство программиста").

5 .1 .2 .2 .5 . Повторные исследования, выполняемые при варь
ировании параметров расчетных схем, нетрудоемки по сравнению 
с первичным расчетом; поскольку соответствующая корректиров
ка исходной информации требует незначительна изменений.

5 .2 . Программная документация и контрольные примеры

Программная документация на ШТП "Потенциал-2" и "Потен- 
циал-3" разработана и сдана во Всесоюзный научно-технический 
информационный центр (инвентарные номера № 02840028549 и 
# 02840056552). В настоящих рекомендациях предотавленн опи
сание программы и форг^ляр, содержащие наиболее полные и об
щие сведения о возможностях ППП, условия их эксплуатации, 
применения, передачи и т .п .
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5*2.I ,  Описание программы*
5 .2 .I* I .  ППП "Потенциал" написаны на алгоритмическом лайке 

Форт рая-1 У, используют стандартное математическое обеспечение опе- 
рационной системы ОС ВС, верой  4 ,1 , 6*1 и базируются на ЭВМ се
рии ВС. Минимальный объем оперативной памяти 512 Кбайт, объем 
накопителей на магнитных дисках не менее 7 ,5  Мбайт.

1Ш  "Потенциал" существуют в виде библиотеки обьектных и 
загрузочных модулей, которые хранятся на томе прямого доступа.
Для транспортировки ППП используется магнитная гент-* Колерова
ние библиотечных наборов осуществляется утилитой опе
рационной системы ОС ВС.

5*2,1*2. Функциональное назначение. 1ОТ1 "Потенциал" предназ
начен для решения на ЕС ЭВМ налач статики сложных пространственных 
конструкций с учетом различных внешних воздействий* Объектами ис
следований являются конструкции, напряженно-деформированное состоя* 
кие которых о достаточной инженерной точностью моделирует решение 
трехмерной задачи механики твердых депортируемых тел при варьиро
вании основных параметров расчетных схем. Используются следующие 
i жпы моделей: I) массивные тела, которые могут опираться на упру
го ‘ основание при любом значении коэффициента постели; 2 ) объекты, 
ос'‘таьтенные из пластинчатых элементов, расположенных ь общем 
окупав в разных плоскостях, при различных вариантах сопряжения 
по сложным кривым. Области могут ограничиваться произвольными кри
волинейными поверхностями я иметь ослаолеиия в виде полостей и 
тонких разрезов. Между отдельными элементами конструкции допуска
ются наиболее распространенные виды контакта: идеальное жеоткое 
соединение; передача усилий лишь в одном направлении; полное от
сутствие связи; различные комбинации смешанных условий сопряжения*

5*2*1.3. Описание логической структуры. Пакеты ирикладннх 
программ "Потенциал" для решения составных двумершог и трехмер
ных объектов имеют единую структуру (рис. 5 ,1 ) . Они состоят из 
блоков: исходной информации , решения граничной задачи

ЗО'сг , построения полей компонент напряженно-деформированных 
состояний во внутренних точках 3&V и сервисных программ 

S f R v i f  .
В блоке исходной информации JA A 0  осуществляются ввод 

и первичная обработка данных о дискретной схеме исследуемого 
объекта, его геометрических и физических параметрах, а также о 
действующих на объект нагрузках. Эти данные заносятся в три матри
цы: поле координат А , поле признаков 7А и поде нагрузок Р& 
(см.раэд. 4.3 ).
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Рис. 5 .1 . Укрупненная схема ППП "Потенциал"
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Н а  н а ч а л ь н о м  э т а н е  в ы ч и с л и т е л ь н о г о  п р о ц е с с а  о с у щ е с т в л я 

е т с я  п е р в и ч н а я  о б р а б о т к а  п о х о д н о й  и н ф о р м а ц и и  к  в и д у ,  и с п о л ь з у е м о 

м у  н а  о п е р а т и в н о м  у р о в н е .  Н а  о с н о в е  д а н н ы х  о  б а з о в ы х  г е о м е т р и 

ч е с к и х  ф р а г м е н т а х  и  п а р а м е т р а х  д и с к р е т и з а ц и и  в ы ч и с л я ю т с я  и  з а н о 

с я т с я  в  н о л е  г е о м е т р и и  к о о р д и н а т ы  н е и о к р и в л е н н ы х  э л е м е н т а р н ы х  

ф р а г м е н т о в .  П а р а л л е л ь н о  п е р е р а б а т ы в а ю т с я  п о л я  п р и з н а к о в  ЗА и  

н а г р у з о к  Р& ,  т а к  к а к  м е ж д у  н и м и  и  п о л е м  к о о р д и н а т  д о л ж н о  с у 

щ е с т в о в а т ь  в з а и м н о  о д н о з н а ч н о е  с о о т в е т с т в и е .  Д л я  х р а н е н и я  м а с с и 

в о в  и н ф о р м а ц и и  и с п о л ь з у ю т о я  к а к  о п е р а т и в н а я  п а м я т ь  Э В М ,  т а к  и  

в н е ш н и е  з а п о м и н а ю щ и е  у с т р о й с т в а  ( В З У )  •  М о д у л и ,  о с у щ е с т в л я ю щ и е  

п е р в и ч н у ю  о б р а б о т к у  и н ф о р м а ц и и ,  в х о д я т  в  б л о к  3££//S,  С ю д а  ж е  

в к л ю ч е н ы  п р о г р а м м ы ,  о с у щ е с т в л я ю щ и е  к о н т р о л ь  п р а в и л ь н о с т и  и с х о д 

н ы х  д а н н ы х .  П р и  о б н а р у ж е н и и  о ш и б о ч н ы х  п а р а м е т р о в  н а  п е ч а т а ю щ и е  

у с т р о й с т в а  Э В М  в ы д а е т с я  д и а г н о с т и ч е с к о е  с о о б щ е н и е  и  в ы п о л н е н и е  

п р о г р а м м ы  п р е к р а щ а е т с я .

Б л о к  р е ш е н и я  г р а н и ч н о й  з а д а ч и  3 9 £  в ы з ы в а е т с я  п р и  

з н а ч е н и и  л о г и ч е с к о й  п е р е м е н н о й  P0T& »  Т р а £. ж с о с т о и т  и з  м о д у 

л я  р е ш е н и я  с и с т е м ы  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й  0РГ1МА  ,  у п р а в л я ю 

щ е й  п р о г р а м м ы  ф о р м и р о в а н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  с и с т е м ы  и  п р а в ы х  ч а с т е й  

АР&£ £Р  ,  а  т а к ж е  б л о к а  в ы ч и с л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  д л и  о д н о г о  

э л е м е н т а р н о г о  ф р а г м е н т а  г р а н и ч н о й  п о в е р х н о с т и  1а/Г££  .  Н е о б х о 

д и м ы й  т и п  в с п о м о г а т е л ь н о г о  с о с т о я н и я  в ы б и р а е т с я  а в т о м а т и ч е с к и .

Д л я  р е ш е н и я  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  в  Ш З П  и с п о л ь в у е т о я  п р о г р а м 

м а  tfPTiМ А , р е а л и з у ю щ а я  б л о ч н ы й  м е т о д  Г а у с с а  д л я  п о л н о с т ь ю  з а 

п о л н е н н ы х  м а т р и ц .  М е т о д  т р е б у е т  г е н е р а ц и и  п о  н о м е р а м  с т о л б ц а  /  

и о т р о к и  j  л ю б о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  а л г е б р а и ч е с к о й  о н о  т е м н  у р а в н е 

н и й .  Д л я  у д о в л е т в о р е н и я  э т о г о  т р е б о в а н и я  в  у п р а в л я ю щ е й  п р о г р а м м е  

ф о р м и р о в а н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  и с п о л ь з о в а н  п р и н ц и п  о п е р е ж а ю щ е г о  ш а б 

л о н а ,  з а к л ю ч а ю щ и й с я  в  в ы ч и с л е н и и  н е к о т о р о г о  к о л и ч е с т в а  к о э ф ф и ц и 

е н т о в  к л е т о ч н о й  о т р о к и  ( ш а б л о н а )  д о  т о г о ,  к а к  о н и  б у д у т  " з а т р е б о 

в а н ы "  п р о г р а м м о й  р е ш е н и я  с и с т е м ы  у р а в н е н и й .  К о м а н д о й  н а  ф о р м и р о 

в а н и е  о ч е р е д н о г о  ш а б л о н а  с л у ж и т  s a n p o o  к о э ф ф и ц и е н т а ,  в ы х о д я щ е г о  

з а  р а м к и  п р е д ы д у щ е г о  ш а б л о н а .  Т а к и м  о б р а з о м ,  п р о г р а м м а  р е ш е н и я  

ф а к т и ч е с к и  у п р а в л я е т  ф о р м и р о в а н и е м  с и с т е м ы  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в 

н е н и й .

С л е д у е т  о т м е т и т ь ,  ч т о  в  б л о к е  ф о р м и р о в а н и я  р е а л и з о в а н а  

в о з м о ж н о с т ь  г е н е р а ц и и  р а з р е ш а ю щ и х  с и с т е м  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й  

с  п о м о щ ь ю  и н т е г р а л ь н ы х  п р е д с т а в л е н и й  к а к  п е р е м е щ е н и й ,  т а к  и  н а п р я 

ж е н и й .
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Едок вычисления коэффициентов для одного элемен-
тарного фрагмента граничной поверхности реализует матричный алго
ритм, предуоматриващий вычисление базисных интегралов в местной 
системе координат о последующим их перемножением на направляющие 
косинусы. Пре вычислении коэффициентов используются замкнутые 
аналитические формулы, значительно сокращающие время загрузки 
центрального процессора ЭВ1 л о сравнению о численным интегриро
ванием. Данный алгоритм прост при реализации на ЭВМ и позволяет 
легко контролировать промежуточные результаты при его отладке.

Результаты решения граничной задачи выводятся на алфавит- 
но-печатаюцее устройство (АЦПУ) в табличной форме и записываются 
на ВЗУ для долговременного хранения (W # i Т б ) , Одновременно с этим 
может вычисляться и выводиться на печать нормальная составляющая 
тензора напряжений, ориентированная вдоль касательной к участку 
контура, что позволяет исследовать задачи о концентрации напряже
ний.

Блок вычисления компонентов напряженно-деформированных 
состояний во внутренних точках состоит из управляющего модуля ЗОУ 
и блока формирования коэффициентов для одного элемента границы, 
используемого и при ранении граничной задачи. Дополнительной ин
формацией для этого блока служат координаты точек, в которых вы
числяются компоненты ^  и 0 ^  х Кроме этих величин вычисляют
ся также значения главных напряжений в каждой точке и максимальное 
октаэдрическое напряжение для групп точек, которые позволяют сде
лать вывод о прочностных характеристиках рассчитываемого объекта.

По значениям напряжений в определенных сечениях могут быть 
найдены продольные и поперечные силы, a Ttudse изгибающие моменты, 
которые используются как исходные данные для блока армирования.

Для вывода промежуточных результатов счета, дополнитель
ной информации и для управления процессом решения задачи в ШШ 
"Потенциал" используется ряд логических переменных.

Результаты расчета могут выдаваться на АЦПУ в виде таб
лиц или записываться на ВЗУ для последующей обработки с помощью 
пакетов графических программ на графопостроителях или графичес
ких дисплеях.

5 .2 .2 . Формуляр.
5*2 .2 .1 ,  Общие сведения. Пакеты прикладных программ "По-

тенциан-2" и "Потенциал-3" разработаны в Киевском инженерно-строя* 
тельном институте.. Очи офоршгенн в виде библиотек исходных
(*о;гд г?хг г^ у я  к SYS г. г Г у / л л )  я объектных.



42

( SYS2.WAD. ГАУЯ и SYS2U0AM. V Iл A  ) модулей* Каждая подпро
грамма оформлена в виде отдельного раздела. В библиотеках объект
ных модулей содержатся также в виде разделов загрузочные модули 
каждого пакета.

5 .2 .2 .2 . Основные характеристики. Тип ЭВМ ЕС-1022 -  
ЕС-1060, Операционная система ОС ЕС, версии 4 .1 f 6.1 .
Объем оперативной памяти для выполнения задания 250-300 К ♦
Тип машинного носителя магнитные ленты, диски.
Язык программирования Форт ран-1У,
Основной режим работы пакетный.
Входное устройство перфокарточное устройство ввода.
Выходное устройство АЦПУ, МП.

Iля транспортировки ППП используются магнитные ленты. 
Копирование библиотечных наборов данных осуществляется утилитой 
II/iМО VI  операционной системы ОС ЕС.

5.3. Примеры расчета

5 .3 .1 . ППП "Потенциал-2" и "Потенциал-3" использовалиоь в 
различных отраслях техники для практических комплексных исследо
ваний ответственных конструкций в разнообразных режимах эксплуа
тации при много вариантном представлении объектов и комбинирова
нии составных элементов. Реализация таких исследований требовала 
изменений в широком диапазоне постановки задачи в зависимости от 
назначения объекта, его характеристик и стадий проектирования.

На начальных этапах проектирования обычно выполнялась 
сравнительно нетрудоемкая, но достаточно обоснованная оценка эс
кизных вариантов с целью выявления влияния отдельных многочислен
ных параметров на прочность, долговечность, экономичность и другие 
характеристики конструкции. На заключительных этапах использова
лиоь пространственные расчетные схемы, которые с наибольшей пол
нотой моделировали принятый рабочий вариант конструкции.

Для примера на рис. 5.2-5.34 показана часть результатов 
исследований напряженно-деформированных состояний различных объек
тов техники, при проектировании которых были выявлены преимущества 
ППП "Потенциал” по сравнению с использованием других расчетных 
аппаратов.

5 .3 .2 . В инженерной практике часто возникают большие 
затруднения при расчете составных объектов, элементы которых 
имеют сложную конфигурацию и смешанные условия сопряжения. Харак-
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терным примером конструкций машиностроения такого тина могут слу
жить различные виды соединений лопаток и сводов турбин (рис, 5 , 2 ~ 
5 . 5 ) ,

Очевидно, что достаточно точный расчет этой конструкции 
должен строго учитывать совместность работы лопатки и обода. С  

этой целью обычно делаются попытки применения достаточно апроби
рованных численных сеточных методов. Однако использование ШСЭ или 
других подо оных аппаратов в этом случае из за сложности геометрии 
объекта и необычности его налряженно-деформированного состояния, 
характеризующегося резким и частым изменением градиентов, требует 
весьма подробной и нерегулярной дискретизации всей составной об
ласти. Подготовке такой исходной информации мажет превратиться в 
самостоятельную проблему, а трудоемкость расчета превысить в о з 

можность средств реализации. Поэтому я практике проектирования 
эти объекты рассчитываются, как правило, на основе расчленения 
составной конструкции на отдел!ные самостоятельные т е л а ,  в  к о т о 

р ы х  нагрузка на упорных кромках задается тв результате с п е ц и а л ь н ы х  

экспериментов или интуитивных соображений.
5 .3 .3 , Покажем на примере, что применение 1ПШ "Потенциал" 

для исследования таких составных объектов позволяет существенно 
сократить объем вводимой информации и упростить решение з а д а ч и  

при практически точной постановке. Для ©того рассмотрим т е ч е т  

соединения хвостовой части лопатки паровой турбины с ободом 
диска, показанного на рис. 5.2.

З н а ч и т е л ь н а я  протяженность к о н с т р у к ц и и  в  о к р у ж н о м  н а п р а в 

л е н и и  п о з в о л я е т  п р е д с т а в и т ь  ее р а б о т у  в  у с л о в и я х  п л о с к о й  д е ф о р м а 

ц и и *  Ц е н т р о б е ж н а я  с и л а  о т  в р а щ е н и я  л о п а т к и  р а с с м а т р и в а е т с я  в  в и 

д е  р а в н о м е р н о  р а с п р е д е л е н н о й  н а г р у з к и  е д и н и ч н о й  и н т е к о и ш о о т и .  

Х в о с т о в а я  ч а с т ь  д и с к а  ( г р и б о к )  ж е с т к о  з а щ е м л е н а  п о  о о и  ( ф р а г 

м е н т  7 - 8 ) •  С о в м е с т н о с т ь  р а б о т ы  э л е м е н т о в  о б е с п е ч и в а е т с я  к о н т а к 

т о м  н а  о п о р н ы х  к р о м к а х  1 2 * 1 3 ,  1 6 - 1 7 ,  2 0 - 2 1 ,  Н а  о с т а л ь н о й  л и н я я  

р а з д е л а  э л е м е н т о в  о т с у т с т в у ю т  н а п р я ж е н и я .  М о д у л я  у п р у г о с т и  г р и б к а  

ж  х в о с т о в о й  ч а с т и  л о п а т к и  р а в н ы  с о о т в е т с т в е н н о  - f  «  1 8 0 0  М П а  ж  

/£ » 2 1 0 0  М П а ,  к о е ф ф и ц я е н т ы  П у а с с о н а  о д и н а к о в ы :  г )  *  0 , 3 .

В о я  г р а н и ц а  о б ъ е к т а  а п п р о к с и м и р о в а л а с ь  2 3 1  п р я м о л и н е й н ы м  

е л е м е н т о м ,  в н у т р и  о б л а с т и  б ы л о  в ы б р а н о  1 7 6 0  т о ч е к ,  в к о т о р ы х  о п 

р е д е л я л  о о ь  н а п р я ж е н н о - д е ф о р м и р о в а н н о е  о о а т о я н и е ,  И н ф о р м а ц и я  о  г е о  

м е т р и к  я  н а г р у з к е  п р е д о т а а л е н н  в  в и д е  м а т р и ц  в  т а б л ,  6 . 1  я  6 , 2 .  

И с х о д н ы е  д а н н ы е  д л я  о п и с а н н о й  в ш е  з а д а ч и  п о к а з а н ы  в  т а б л .  5 . 3 .



Рис. 5 ,2 ,  Расчетная схема хвостового

соединения в хвостовом соединении



Р я с .  5 .4 . Обт& в  я д  з у б ч и к о в о г о  

х в о с т о в о г о  с о е д и н е н и я
Р и с .  5 *5 . И з о л и н и и  н а п р я ж е н и й
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Таблица 5 .2

ПРИЗНАКИ НАГРУЗКУ

• 3 2 ft 1 0 0.0 0.0 0.0
t 1 2 0 0 0 0.0 0.e 0.1

if 3 1 ft 0 0 1.0 0*ft 0.1
3 3 2 ft 0 0 0.0 0,0 0.1
> 3 2 ft ft ft ft.ft ft .0 «.ft

l 0 2 0 0 0 0.0 0.0 0.1
• 1 1 0 0 0 0.0 0.0 0.1
2| 5 1 0 ft 0 0.0 0.0 0.i
6 5 2 0 ft 0 0.0 0.0 0,0
3 0 1 ft 0 0 0.0 0.0 0.0
3 0 1 ft 9 0 0.fl 0.0 0.1
1 3 1 ft ft ft «.0 0.0 0.0

3 1 2 0 0 6.ft 0.0 0.0
3 0 1 ft 0 ft 0.0 0.0 1.0
I 0 1 ft 0 0 0.0 0.0 0.1
> • 1 ft 1 0 0.0 0.0 1.0
1 3 t 2 0 0 0.0 0.1 0.0
» ft 1 ft ft 0 ft.ft 0.0 ft.l

3 ft 1 ft 0 0 0.0 0.0 0.0
3 ft l 0 ft 0 0.1 0.0 0.0
3 3 1 2 0 0 0.0 0.0 0.0
1 0 l ft 0 0 0.0 0.0 1.0
4 ft 1 ft 0 0 0.0 0.0 0,0
4 0 2 ft ft 0 0.0 0.0 0.0
# ft 2 ft ft 0 0.0 0.0 0.0
1 0 2 ft ft 0 l.ff 0.0 0,1
• 0 2 0 ft 0 0.0 0.0 0.0
3 ft 2 0 0 0 0.0 0.0 0.0
3 ft 2 0 0 0 0.0 0.0 0.0
• 0 2 0 0 0 0.0 0.0 0.0
3 ft 2 ft 0 ft ft.ft ft.ft ft,ft

3 0 2 0 0 0 0.0 0.0 0.0
3 0 2 0 0 0 0.0 0.1 0.9
I 0 2 0 0 0 0.0 0.0 0.0

Таблица 5 .3

4 С Я Д М N* 3 4 , N \ш)Щ,

2 * 2 , 4 , 1 , 0 1 , 2 * 1 , И М , 1 5 , 1 , i , 2 * 0 , 1 ,
7.43,а*4,«3*6.33,1, Hl**>t'<’2t*|7li?«t,*3lf 
0#»3i43i2,29,2,7Н4,2|*,6*3.|,6.15,6|«*»7»43{4,11*
2M,779>2*3f34r2*t'93i3’3«2*2,*3|'t34tt,tV0|2Mi
2,4.2*p01»i,SliU,l.iie,l3.7,H7*3M>*>.1»j.)i3iiDiH,e.j?i7,45ia,75*e.«fc,*,53i*,iii*4i4l
4;3i2,73,?*Ji25tp.43,e.,P.45iJ.t5t2«7bA|l»
4 t 6 i 3 • l t ^ « 5 J t f t » 7 5 t 7 , 4 f t ? * 6 ,  i ? i
3#s34*|i6iPtl3»3,3,2,f,20|B|f*3iei3*3,ei
2*3#0i4t<tCt5,H3|4t*i4*3*6*filf5<«»7*p(3,^ + ei ' i3*!?t3M?*r '6**isMtJ,
1 »* л * U *? • t?*f (2,3*?,? 
p 1 ■ 1 , P , 2 , 1 , I Pt  P«7* ( ,
 ̂I Г T » ,  ̂. t iF^n 

$ * 7 К N i ' r ^ S P . ^ S ^ T p l ,
*7-1



48

На рас. 5 .3  показаны результаты расчета в виде изолиний 
нормальных: напряжений* Для решения задачи на ВС-1033 потребова
лось 80 ш .

5*3*4. Аналогично исследовалось зубчиковое хвостовое 
соединение, имеющее гладкую границу зубьев (рис, 5-4).  Модули 
упругости хвостовой части диска и обода одинаковы { £ -  2 1 0 0  МПа), 
коэффициенты Пуассона 9 -  0 #3. Центробежная сила от вращающей
ся лопатки передается в виде распределенной нагрузки J  = 
-0 /728 кПа. На участках контакта предполагалось отсутствие каоа 
тельных напряжений. Матрицы геометрии, признаков и нагрузок д а 
ны в табл. 5.4 и 5 .5 , а исходные данные в табл. 5 .6 . Для решенаh 
граш^ной задачи сформирована и решена система 358 уравнений, 
xm/тря области выбрано 1233 точки, по значениям напряжений в кот.

построены изолинии &'/f (рис. 5 .5 ) . Для решения стой задачи 
кг 'Ж—ХОЗЗ потребовалось 52 мин.

5 .3 .5 . В различных объектах машиностроения широко исполь
зуются конструкции, изготовляемые из стыкуемых элементов, распо
ложенных в разных плоскостях. Во многих случаях такие пластинча
тые элементы из-за относительно небольшой толщины по сравнению с 
другими размерами характеризуются большой гибкостью, что возводя 
ет описать их налряженяо-деформированное состояние уравнениями 
плоской задачи теории упругости ( т . е .  учесть общую жесткость си 
стемы, пренебрегая изгибной жесткостью отдельных элементов).

5 .3 .6 . Характерным примером такого объекта является шире 
нополая двутавровая балка, лежащая на двух опорах и ослабленная 
в стенке отверстием (рис. 5 .6 ) . Полки и стенки двутавра представ 
ляют собой тонкие пластины •?*, которые рассматриваются как от
дельные элементы составной конструкции. Модуль упругости материя 
да двутавра £  * 2 .1 -I0 3  МПа, коэффициент Пуассона } = 0 ,3 .

Наличие симметрии балки относительно оси позволило 
рассмотреть лишь ее левую половину (рис. 5 .7 ) . Контуры двутавра, 
включая участки сопряжения, представлены 27 фрагментами. Матрицы 
геометрия признаков и нагрузок приведены в табл. 5 .7 , исходные 
данные -  в табл. 5 .8 . Вблизи отверстия было выбрано 1 2 0  точек, в 
которых определялись все характерные компоненты напряженно-дефор
мированного состояния. Рассматривались четыре положения квадрат
ного отверстия, симметричного относительно оси «г.

На рис. 5 .8  показаны результаты расчета я вице изолиний 
н м йofео характерных для этого случая напряжений , и* которых
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Таблица 5 .5

ИСХОДНИК ДАННЫЕ ЛЛЙ Г РAH0Utf

t 0

ПРИЗНАКИ 

0 1 0 0 0 0 .0

НАГРУЗКА

0.0 1.0
X 9 0 1 0 0 0 0. 0 0.0 0 .0
t 3 0 1 e 0 0 0 .0 0.0 0 .6
1 3 3 1 2 0 0 0. 0 0. С 0 .0
t 1 0 1 0 0 0 0. 0 0. 9 0. 6
l t 0 1 0 0 0 0. 0 0. 6 0 .0
t l 0 1 0 0 0 0. 0 0. 9 0.6
1 3 0 1 0 0 0 0. 0 0. 0 0 .6
t 3 г 1 0 0 0 0. 0 0. 0 0. 6
X 3 3 1 2 0 0 0.0 0 .6 0.?
X X с 1 0 0 0 6. 0 0 .0 0 .6
1 X 0 1 0 0 0 0. 0 0. 6 0 .6
1 X 0 1 0 0 0 0 .0 0.6 0 .6
X a 0 1 0 0 0 0.0 0.0 0 .6
t 3 0 i 0 0 0 0 .0 0.6 6 .6
t 3 3 1 2 0 0 0. 0 0 .0 0 . f
1 5 0 1 0 0 0 0. 0 0 .6 0 .6
1 3 0 l 0 0 0 0.0 0. 0 0 .6
i 3 0 1 0 0 0 0. 0 0.0 0. 6
X 3 0 2 0 0 0 0 .0 0.6 0 .0
1 3 0 2 0 0 0 0 .0 0.6 0 .6
1 9 0 г 0 0 0 0 .0 0.0 0.6
l 1 0 2 0 0 0 0. 0 0 .0 0 .6
i 1 0 2 0 0 0 0. 0 0.  6 0 .6
X 1 0 2 0 0 0 0. 0 0. 6 0. 6
X 3 0 2 0 0 0 0 .0 0. 6 0 .6
1 3 0 2 0 0 0 0.0 0.6 0 .6
1 i 0 2 0 0 0 0. V 0 .6 0 .6
1 i 0 2 0 0 0 0.0 0. 6 0 .6
l I 0 2 0 0 0 0. 0 0. 6 0. 0
1 3 0 2 0 0 0 0. 0 0. 0 0. 6
X 3 0 2 0 0 0 0. 0 9. 6 0. 6
X 1 0 2 0 0 0 0. 0 0. 6 0. 6
t 1 0 2 0 С 0 0. 0 0.6 6. 6
\ 1 0 2 0 0 0 0. 0 0. 0 0. 6
1 9 0 2 0 0 0 0. 0 0. 6 0 .0
X 1 0 2 0 0 0 0. 0 0 .6 0. 6
X 10 1 2 0 0 0 0. 0 0. 6 0. 6
X 16 3 2 0 0 0 0.0 0. 0 0.6
X 10 0 7 0 0 0 0 .0 0.0 0 .6
i 0 0 1 0 0 0 0.17260 01 0 .6 0 .6
1 16 9 1 0 0 0 0 .0 0.6 0.6
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Таблица 5*6

*f**N N « 4 f , N l * 4  2*
Л* *6* j, I I » .  ' 39* Ь  * I* i l * M t * * * <  i* b  »4t t'l* ill 
1 . 9 6 , 3 * 2 * 1 , 1 , 9 6 , 2 *  b 4 6 , i # § 0 . 2 * 2 , b 0 . 2 8 i 4 j , j *  81, 
3*?. I» l. И  ,2. 18.2. M tH » b  h l * 2 .  lft«9*b
b  96* 2# 1*3*2# J»* 2, J i M * !  b  9* 2*4# 2*2, b 0 ,  ,
1* 4*8 , 4. 33, 4.24* 3 . 9 7 , 3 . 8 7 , 3 . 7 7 .  3. *8 . ) » 4 1,3 # К I# 
a » e s . « , T $ t 2 ' 4 3 t 3 ' i 4 ' } ' 2 9 i « . , t . n ? * i i ' 3 ) ' b i a , » *  
v  3 3 f i t , 2 , 1 * 2 , 2 * 2 , I t * 2 . 1 4 * 2 . 1 » . 3 , 2 2 , s,li»
3 # 4 1 0 . 4 9 , 3 * « t , 4 # 3 4 , 4 , 4 4 , 4 *  9 5 > 4 , 8 , 4 # e l , 4 . M i 3 « i #
b i « , 3 * 2 * ) * 1 . 9 4 i  2 * Ь 4 « | 1 Г 9 А , 2 * 2 » Ь Ь М »
2* b  4 8 » l,14 * 2* 2 # i* 1*43,£*19 , 3* 2 . b 2 * i * 9 3 , 3 * 3 # j i *
2* l » 2 * t » 9 4 » 2 * ? i t » * 2 # 1» 2 * 1 . 5 4 , 1 * 1 , ^ 1 * 2 , 1 . t t f t «
I .  ? , 3*4 . 2 j a ,  1 . 2 * 0 , ,  , . , „  t
4 * 8 , 4 « 9 3 * 4 « 2 4 , 3 * 9 7 , ) , 0 7 , 5 , 7 2 , 1 * 1 8 , )*4|, 
1 * 7 9 , 2 * 0 9 . 2 . 0 4 , 2 , 2 9 , 2 *  tbft3, (80, U * 0 « ,  1# |8«
b  3 3. М 3 , 2**. 2* 2 >2* J* ♦?.*** J * « 9 , 3* 2 b  J* 12,
J. 4 b  3. 4 8 , 3,f 7 , 4* 5 b  4. 44, 4* 95, 4,8 , i* 4* 84* 3* . 4,1 >
,) 4 * 4 3 * 1 ,6 ,3 ,3 ,9 , 3 * 1 » J , 3 , 9 , 3 * j , 4 » i * 3 f 9 i 3 »
2* 8, 9,0, 3t i, 0 , 3 , 3* 1. 9, 3»|* b  9. 1» Ifi 14, 10,
8 , 1 4 , 3 * 8 . 9  , 8 * 0 * 3 . 9 * 0 , J i 2 i * 0 j 1 ,9,3*#t0i 
] t * 1 . 2 l * 2 . l * J. i 3 * 0 » 2 i 9 * 0 . 2 , 9 * 1 » 2t
4 1 * 4 0 * 0 , , 9  * 7 i 0 ,к TJL * 3 ,
A f % 0
*M* NU1 *I 233 , k9ET*4,
IT * 1 # * 0 , 1 1 f * . 12 » 10 > 9 1 1 , 1 . 1 , 3 1 , 0 , 0 9 ,
t. . 1 3 0 . , l i * ,3 4 ,, 6 , 8 3 , 3 , 9 9  , 1 *4 , 1 ,1 .
1 1 » 814 * 19 . * 3 4 . t 1# 2 13 * 4 8 1 8, 1*1,2.
]*.73 ) . , 9 .  .I , , 1 . 2 i l , « 9 i 0 .  1 , 0 . 09» 
b ,004.. 11# *29# *1.77, 3 . 0 , 2 #  31, l.9. 
b  , l i l t # .13..1* » 1 . 7 7 , b  0 9 , 2 * ) 0 . 8 , 8 » *
40418
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Рис. 5 .6 . Двутавровая балка, ослабленная отверстием

Рис. 5 .7 . Расчетная с^емя пвутавровой г5ятжи
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Т а б л и ц а  5 . 7

л» * э н ми

X 3 9 1 8 0 9
X 3 0 1 0 0 0
X X ■ 1 0 0 3
1 3 9 i 0 0 0
l 1 f 1 0 0 0
\ 9 0 1 0 0 0
1 и 9 1 8 0 0
X 5 г 0 1 4 3
1 1 2 99 1 4 9
1 8 2 0 1 4 9
X 0 2 0 1 4 2
X 7 i 1 2 0 9
X i 2 1 0 2 a
1 в 3 1 9 2 3
1 7 2 1 0 2 3
1 2 9 2 0 0 8
1 0 0 5 9 3 0
X 2 0 2 9 0 0
X 2 i 3 0 9 0
1 8 0 3 0 0 0
X 2 3 3 0 0 0
l 2 9 4 9 Я 8
1 8 0 4 0 0 8
1 2 0 4 9 9 8
1 2 0 3 0 0 9
1 8 0 5 9 9 8
1 2 0 5 0 9 3

йАр^УЗКУ

М  #.е
l i t  3.2
3 .0 3 .0
0 .0 3.0
0 .0 3.0
0 . 0  0 . 0

0 .< 3.0
3.0 0.0
0.0 3 .0
0.0 3.0
0,0 3.0
3 . 0  3.0
0,01330 03 0.0
0 ,0  3 .0
0.3 0 . 0

0.0 0.0
0 . 0  0 . 0
0 . 0  0 . 0

0.0 3.2
3.0 3.0
0 .0  3 .0
0.0 3.0
0 . 0  з л
0 . 0  3.0
0 . 0  3.0
9.0 1 г€
0 .0  3.0
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Т аб л и ц а  5 .8
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j * 7 . 4 d I * 7 . 2 4 9 » 6 * l 4 5 11 * A * 9 4 $ .
5**.  t 4 « W , 2 * t , . 7 ( i * , 3*9«e ( 7,  
j  i i p 7 * i , j , i , 5 , i , a , 111 
i . i t e f £ . 7 , i , b * 7 ( 2 i « » 3 * 3 . 4 f 3 * 2 ( a . M 3 i 3 * * *
4 . 4 * * J , f i l l  4 * 3 * 3 , 9 * 1 , 1 , 4 * s , 9 . 0 , 4 * 1 , 1 1  
7 .  ‘i . t*, 19 , t , t1, 4 * 1 , 3 * 2 , i * 3 , 3  « 4 . ? * 3 ■; 
? » f t ' 4 * i i f c 9 » f , 4 * 4 > l l * 3 4 3 i t l « i i t 4 « l i b ) H i  
44 М З » и п | ! вЗ в | К 0 М а , Т .  ,
*4»3? , M * J7 , и т И
I f  NT

J5 | W t j * 5 j
J С /
j c ( tft з (*5 * jc i 13a j «4 «
I f  N9
1ST* Np*4J««>K5BT*3 i
^ f t * l , , 0 , j 6 » , t 6 , i ^ » 6 | 7 * 3 ' » 2 i , 3 *9 , 6*
l . i i l i  | 3 j  7*
1 * * ) 2 в , t 7 * tife* t 1 • t  * 3 * 1 3 * 3 1 . 7 , 8 , 6 ,
i f  N9



Р и с .  5 . 8 , И з о л и н и и  н а п р я ж е н и й  <5*f



56

следует, что по мере удаления отверстия от оси хг вблизи наклон
ных участков контура ослабления появляется концентрация напряжений. 
Для расчета данной конструкции на ВС-1033 было затрачено 30 мин*

5 .3 .7 . Аналогичный анализ выполняется при расчете узла, 
состоящего из трех взаимно перпендикулярных пластин. Оценивался 
характер концентрации напряжений вблизи жесткой точки при непо
средственном соединении злементов (рис. 5.9) и при использовании 
конструктивных мероприятий, улучшающих работу узда (рис. 5 .10). 
Матрицы геометрии, признаков и нагрузок сведены в табл. 5 .9 , а 
исходные данные представлены в табл. 5.10.

По результатам решения построены графики изменения коэф
фициента концентрации напряжений * <?„ / у  вдоль оси X j  при 
удалении от жесткой точки на &<?7 f fd  и где &  -
толщина пластин. При проведении конструктивных мероприятий по 
снижению концентрации напряжений вблизи жесткой точки (установка 
распределительных треугольных элементов книц-рис. 5.10) кривые 
изменения «*, -  / ( х 4)  имеют более пологий характер. Исследовано 
также поведение функций и °£ * *§»// ПРИ установке
книц и соответствующем изменении точечной передачи нагрузки на 
линейную вдоль сторон книц.

5 .3 .8 . Характерными объектами, напряженно-деформированное 
состояние которых целесообразно исследовать с помощью ППП "Потен- 
циал-2 " t являются конструкции, составленные из отдельных панелей 
при различных вариантах устройства соединений. . Как пример 
результатов расчета такого объекта на рис. 5 .I I  изображены эпюры 
напряжений, возникающие в перегородке, состоящей из четырех пане
лей, при вертикальных и горизонтальных нагрузках. Связь между па
нелями осуществляется лишь в направлении нормали к участкам сопря
жения, а на фрагментах А задан идеальный контакт. Исходные дая
ние приведены в табл. 5*11.

Для решения задачи контур панелей, включая участки сопря
жения, аппроксимировался 306 прямолинейными отрезками. Ейутри па
нелей было выбрано 215 точек, по значениям напряжений в которых 
построены эторы.

5 .3 .9 . При исследовании проблемы концентрации напряжений в 
их машиностроительных конструкциях станитоя задача, в которой 
реальная конструкция аппроксимируется бесконечной или частично ог
раниченной областью, имеющей отверстия. Применение 11ПП нПотен-

w волчат выполнять такой анализ при произвольном очертания
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Таблица 5 ,1 0
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ослабления, слоистом строении окружающей среды, частичной или 
полной закладки отверстия вставкой из другого материала и других 
особенностях конструкции.

5 .З .Ю . Для примера рассмотрим результаты расчета масси
ва, напряженное состояние которого исследовалось при изменении 
кон фигу рации циклически повторяющихся отверстий (рис. 5 Д 2 ). Мас
сив находился в условиях плоской деформации. Материал конструкции 
характеризовался модулем упругости f  ш 293‘10& ЯПа* коэффициен
том Пуассона 9 * С,25 н весьма низкой способностью к восприятию 
растягивающих напряжений. Нагрузка представлялась гд&сслшш сила
ми ( ^  «= 236 н/м8) но области S  и равномерно распределенным
давлением на границе /%. С учетом условий симметрии задачи рас
сматривалась одна циклически повторяющаяся часть области* Ирм при 
моугольном отверстии появлялись значительные растягивающие напря
жения в середине продета, что видно из рис. 5 . 1 2 , где изображены 
изолинии нормальных напряжений вдоль вертикальной оси.

5 .3 .11 . Аналогично рассчитывалась конструкция, в которой 
по сравнению с предыдущей задачей несколько изменялись исходные 
V"*HHe: отверстию придавалась сводчатая форма, I0 7  Ода, ■) =
- , 2 , у  * 350 Н/м3  (рис. 5 .1 3 ). Принятая схема алпрокоимащш
границы незначительно отличалась от приведенной вш е. В результа- 
*й расчета оыло установлено, что устройство свода уменьшает рас
тягивающие спряжения и вызывает появление большого распора у
Н'.т арки (рис. 5 ,14).

5 . 3 . 1 2 . Для иллюстрации процесса подготовки входных дав
них для ШШ "Потенциал-З" и анализа точности получаемых результа
тов рассмотрим ряд пространственных задач о концентрации напряже
ний а тонких пластинах и оболочках при нагружении растягивающими 
усилиями. Будем предполагать, что радиус отверстия соизмерим с 
тоидаой пластины. Тогда распределение напряжений вблизи ослабле
ния носит существенно трехмерный характер и может быть, точно оце
нено лишь с позиций трехмерной теории,

5 .3 .13 . Классическим примером определения ьапряжевно-де-
(ормированного состояния вблизи отверстия в тонкой изотропной 
бесконечной пластине является решение задачи Карша [15]. Рассмот 
рам НДС, возникающее в районе ослабления тделивдржческям отверс
тием радиуеа а5 * I  (рис. 5 .15 ). Толщина плиты ее ширина
I  длина -  Материал характеризуется величинами 2.06 х
х Ю6  кг/см 2  и 0 ,3 . Равномерно распределенная нагрузка едк- 
яичной интенсивности приложена к грем*, параллельной плоскости
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Рис, 5Л2.  Эпюры нормальных напряжений <Оц и 6 а2 

в массива горных пород f ослабленном 

выработкой



| я*

Рис* 5.13. Расчетная схема сводчатой

выработки

Р я с . 5 .1 4 .  Изолинии напряжений <б& у  
опорной пяты свода
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Поскольку исследуемое напряженно-деформированное состоя- 
нне объекта имеет две плоскости симметрия, в качестве объекта рас
чета выбирается четверть олнты (выделена на рис. 5.15 утолщенное 
линией). В атом случае задается специальное значение признака оим- 
метра Л З. Геометрия расчетного фрагмента (рис. 5.16) состоит 
18 двух плоских четырехугольных фрагментов, двух плоских фрагмен
тов с отверстиями и участка цилиндрической поверхности. Эти фраг
менты приняты в качестве базионых и их аппроксимация плоскими эле
ментами осуществляется модулями обработки входных данных по 
кап параметрам дискретизации. Аппроксимирующая сетх^ ^остве^гвую* 
цая оперативному уровню геометрической информации, изобр&ш-ыа н* 
рис» 5,16. Параметры оазисных фрагментов заносятся в поле коорди
нат А (табл, 5.12).

Информация о граничных уоясеиях, признаках нагруженных 
фрагментов и параметрах дискретизации заносится в поле признало??
Л*.

Граничная нагрузка на базисном фрагменте 2 задается посн*о 
явной интенсивности по направлению внешней нормали к поверхности 
фрагмента и заносится в поле нагрузок PQ,

Описанные входные данные объединены з файл ф$РА№
Так как на границе воего объекта заданы статические гра

ничные условия, неизвестные компоненты вектора перемещений опре
деляются о точностью до произвольных постоянных, что при числен
ном решении приводит к неустойчивой схеме численной реализации.

Две из трех постоянных принимают ьулевае значения из-за 
симметрии объекта исследования и, как следствие, выбора в *нчес~ 
ве расчетного фрагмента 1/4 пластины.

Значение третьей постоянной определяется закреплением ри 
направлению оси х г плоского граничного элемента с номером IS 
(рис, 5.16). Для этой цели используется файл с именем f  л&.Мс? 
позволяющий откорректировать поле признаков JA  hi опережало* 
информационном уровне.

Для определения зоны максимальных напряжений у ослабления 
расчетные точки располагались вдоль прямых* проходящих через цент
ры 60-го и 6 6 -го плоских элементов граничной поверхности (рио.5.Тб> 
на расстояниях ft* Р  от границы объекта.
Топологически внутренние точки объединены в два поля (Л'Ра'Ал ' 
по пять точек в каждом# W -$ ) Ик{юрмащя для вкчжедгенш* координат 
внутренних точек вводится г файл с т т т  £ S1K



65

р и с , 5 .1 6  1рягм?нт.чция поччш чоети



Таблица 5.12

j *
!п/п

Тип
гэо-
мет
рии

Строка 2  матрицы Параметры
разбивки

j = I 3=2 3=3 j  =4 | J =5 j  =6 j  =7 J=3 3=£ з =io j= I I 3=12 3=13 j =14 j  =15 И
I

W
S I 2 О 4 5 8 G 10 I I 12 13 14 15 15 17 18 IS
j ^  1 * о

Aj I . т 13. - I .  | L 16. - I . 16. 16. I- 16 • 16. 0. ! 0- 0 . I *3

1 ^ ~ Т 1
.*. •  1 Х О  •

t
Х О  •I - I .  j 16.i 16. T'"'X * 15. 0 . I . T f*

X O , 0. 0. 0 . 0 . X
X з

О з X. { хб. 0 . i i s . 16. 16. I . tf. 0 . S0. 1.8 0. 0. 0 . о 4 J

L 4 3 т—X * тХО * 0* 0 • To * 16. 15. T
X  • 0. 0. 90. 1 .8 0 . 0. 0 . 6 4

1 э
l - L . I - Ь 0 . 2. - I .  1 0 .- i____ i

90. 0 . 0 . 0 .L 0. 0 . Ш * 0. 0. 0 . У*
О 4

&

п/п

Номер
базис-
кого
фраг
мента

Компоненты вектора 
нагрузки в системе

л . Па
I г*»X о 4 5
I 2 X 0. 0 .
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Подробная структура входных данных, вводимых в файлах 
ф А Ль <f Л0#£С7 1  $  $ га , и правила их подготовки изложены
в [71. В настоящей работе ограничимся демонстрацией внешнего ви
да бланка для подготовки входных данных рассматриваемой задачи
(табл. 6.13). wТаблица 5,13

4CR4N
;«з* 1 , t-1,. j . » 0 , .3* И ,  , е . .2* 1*. , 1 * 0 , ,2 , 1 

1 * - I «, 2*0 , • 1 , »0*,3*16# ,0. *4*14. , 
90. ,3*-1. ,2*1в. |в .»2*10.»2*1.10,Иб. ,А*0. |  
2*1*.3*0.,2*1*, ,3**0# *0 . 116 . 10», 2* 1.0» 

jA«2*3t2*3#9»JA(i7»=2,0A<24*»2*-l. 
JM31)«3*3,2* l i2*f i i4 i2*3,2*4|6t 
p(U2)«10*6663|2*0. I 10*6647,2*0# t 10.4 649 , 
NFRAG*3,K$«A #E*l t , 
iFPULT»2*l»5*e,1,
4£ NO 
JKoRECtJ  A J 1 7 4 ) s 3 ,
JifNO
4STK
#PHAX«3,nP0lC*3*
ВР$30.,Ч0 ,l,*0.23,»0i9t”l . t  
NNN*60*ft6l NMp6g,6l ,
4CN0

1

Изображенные на рис. 5.Г7 изолинии ^  позволяет выделить 
наиболее опасную зону» где напряжения становятся максимальными* 
Кривые распределения ^  в этой зоне показаны на рио. 5.18. На 
границе плиты при xf -  t  Я, хл » Л = Z& л/7а  (кривая I  на 
рис. 5.18). В срединной поверхности при хг ~0 е£г « 3,f *Ла 
(кривая 6  на рио. 5.18) •

Полученные результаты сравнивались о точным решением и со 
значениями ffu , вычисленными по методу конечных элементов. Во 
всех узлах кривой 1  сопоставляемые величины практически тождест
венны. Исключение составляет угловая точка» где результат приме
нения метода потенциала дает более близкие к точному значения» в 
метод конечных элементов определяет несколько завышенный коэффи
циент концентрации (2 .96). Распределение напряжений в сре
динной поверхности» определенное по методу потенциала (кривая 6 ) 
и по МКЭ (кривая 8 )» практически не отличаются» а коэффициент 
концентрации (3»08) соответствует точному решению.



Рис*5Л7* Изолинии напряжений 6 ssj  отверстия

Рис* 5Л8. Изменение напряжений € $ $  у отверстия
в плоскости а й- О



6.3 Л  4. Проведеш ь анализ позволяет перейти к более с дой
ным задачам такого класса, аналитическое решение которых отсутст
вует.

В первую очередь рассмотрим одиоанную ранее задачу при ос
лаблении в виде отверотия с зенковкой (см. рис. 5Л 5 ). Глубина 
зенковки &95А  « Л\ угол ее раствора 90°. Остальные параметры 
соответствуют предыдущей задаче.

Появление зенковки приводит ч изменению гм  летрических ха
рактеристик расчетного фрагмента. Для третьего оь ьсног фрагмен
та изменяется радиус отверстия, для пятого ~ высота цилиндра. До
бавляется шестой фрагмент -  коническая поверхность бдь&кс эти 
изменения несущественно увеличивают объем входных данных 
(табл. 5Л4) и позволяют с минимумом корректировш использовать 
входные данные предыдущей задачи (см. табл. 5 .13 ).

Таблица ЬЛч

I

д-3* 1 , i - I . t 1 . t 2*0,
2 * М • 1 2 * 0 . • * 1 , | 2 
2 * ® 0 ,

10, I » 2 • 10 . ,2*0, ,2*1,
,* 0 * * >* 1 0 ,• 2 *0 ,,4  + 1 0 ,(
, .2*0, *2*10. ,2, , 1 . ,2*0, , 10, ,

2 *Ь »0 *0 , »2 * 1 0 , »2 *^0 , i 2 * 0  * 1 1 0 , 1 0 , *2 * 1 »®,
JAe 2 * 2 > 2 * 3 » S ‘ 0 » J 0 ( l 0 ) * S | O A < 7 a j * 3 * - i ,
J A f 3 7 J * 6 * 2 t 2 * l « < * 6 * , 9 « 5 » J * 0 i 2 * 2 i

5*0

Р й « 3 2 , I
MFR AC*0, KS * 4 .E*l, ,HT* 10, 
If Pul 7*2*1 .5*0,1,
0£NO 
4K0PECT jA1215).5 ,
4END 
45 TK
N P M  X* J ,N * o i ,
6PSB"0*004ejS,*0lli-0«25t-|,5,.ll ,2, , 4 t ,
N <Ns90,90,N* ̂ p90,90 ,
4 HND

Подученные для нижней rpam пластины л  = &,5А напряже
ния ^  (кривая 2 на рис. 5.18) практически совпадают о реше
нием задачи Кирша и характеризуются максимальным коэффициентом 
концентрации А * 2 . 8 6 . Однако эти результаты отличаются от рас
пределения <9 % вычисленных по МКЭ (кривая 4) в сторону более
плавного убывания значений .функции с увеличением координаты 
При Xf * &t£ A  (верхняя грань пластины) расхождение пс напряже
ниям между методом потенциала (кривая 3) и МКЭ (кривая г ' не ipe- 
ншает 2-4^.
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Распределение <?и  в срединной поверхности пластины 
( x f «■ О) показано на рис, 5.18 (кривая 7 ) . Здесь 

-- 4 ,2  кПа при * Я # что совпадает со значением, полученннм 
по МКЭ.

5 .3 .15 . Рассмотрим напряженно-деформированное 
состояние в зоне цилиндрического отверстия радиусом

« /  в толстой цилиндрической оболочке (рис. 5 .19). 
Толщина оболочки А  * , внешний и внутренний радиусы поверх
ности соответственно: А  * * fy?  а' ^ /^ л Л длина 0<30Л0ЧКИ

Я торцам приложена равномерно распределенная растя 
гивающая нагрузка единичной интенсивности. Материал оболочки характе - 
ривуется £  » 206 Ша и // = 0,3.

Ввиду симметрии объекта и нагрузки для расчета принята 
четверть оболочки (рис. 5 .1 9 ). Геометрия расчетного фрагмента за
дается в виде совокупности кольцевого элемента плоскости 
(рис. 5 .20f I ) ,  четырех цилиндрических фрагментов II-0T, трех эле
ментов для реализации алгоритма построения п е р е с е ч е н и я  цилиндри
ческих поверхностей (рис. 5.20. У1-УШ).

Распечатка входных данных приведена в табл* 5.15.

Таблица 5.15

A G f U N " ' "  ............."  ....... . ............... ” ... .........
Ц : 2  * Т | < | 1 , 2  » 7 t 0 , , 2 , 7 , 4 * 1 »  ) 2 • ?  11 1 I

i  3 . 3 . 6 .  i  м  3 .  ь  ь  7 , 1 3 .  Э , 2 * * .  1 ♦ 2 * 6 .  1 , Ц .  J  . 1 . 7 ,
6 ,  i , u .  , 3 * 6 . 1  I 4 * 3 0 .  , 2 * 6  . 1 ,
4 * -  9 0 , 1 6  0 * « 4 * 0 . » 4 0 . ,
6 0 *  » ? 0 .  * ? *  6 g • *701  » 2» 7 i 2 * 0  * | t
3 * 0 .  , 6 0 . *  2 * 9 0 » « 6 | .  * 2 * 0 .  *
6 * 0 , , • 1 , , 1 » » 3 * 0 . |
5*0.*90.*2*0**90.*2*0. «
5 * 0 . . 2 . . 2 * 9 . « 1 . 7 ,

J 4 * 4 . 5 , 3 * 4 . e . 2 * 7 , e , 2 * 4 , J A ( 3 5 J * 4 , J A ( 4 7 ) * 6 * « b  
3 4 ( 6 7 ) г х 1 * 2 . 5 , 6 , 2 * 5 . 1 , 4 * 6 ,  1 , 2 * 3 , 1 , 3 , 1 , 3 , 3 * 1 * 3 , 5 , 1 ,  
P Q e  1.  ,
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Рис* 5 Д 9 . Расчетный фрагмент толстостенного 
цилиндра



Рис. 5.20. Фрагментация граничной
поверхности расчетного 
фрагмента

пт

у отверстия в сечении х2=о

^3со
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Для исследования зоны ослабления выполнялось два расчета 
полей внутренних точек* В первом из них определялись напряжения 
во всех точках, поучаемых путем сдвига внутрь объекта совокуп
ности центральных точек плоских элементов, аппроксимирующих ба
зисный фрагмент б (ом, ряо. 5.16). Данные этого расчета использо
ваны для построения изолиний напряжений 6 ^  (рюо. 5.22 -  5.25) 
и выявления зоны максимальных напряжений.

Следующий расчет выполнялся для уточнения максимальных 
значений напряжений 0^ в плоскости х^ * 0 . Ввиду сложности 
геометрии объекта координаты внутренних тсяек в этой зоне задают
ся с помощью специально написанной подпрограммы Р01 £ > входная 
информация для которой заносится в массив P i , заполняемый в 
файле ST/Г,

На рио. 5.21 изображены кривые изменения напряжений ^  
в зависимости от увеличения длины дуги S  окружности фиксирован
ного радиуса у >. За начало отсчета расстояния принята точна пере
сечения окружности радиуса J> о поверхностью отверстия. Изобра
жены кривые для трех значений параметрау о : />  т^/1 (кривая I) -  
у наружной поверхности оболочки; f  -  0 ,0  +/fj„ )  (кривая 2 ) -
для срединной поверхности; уэ а  (кривая 3) -  у внутренней по
верхности оболочки. *

5.3.16* Расчет фундаментов под тяжелые
высокоточные металообрабатнваищке станки .

5.3.16,1 Постановка задачи.
На рис, 5.26, 5.27 показаны соответственно вид и габа

ритные размеры фундамента под горивонтально-раоточной станок. Мас
са обрабатываемого изделия <2UJ * 60 т . Подвижные части станка пе
ремещаются по станине из крайнего левого положения ^  в крайнее 
правое положение З3 и имеют маооу 0^т * 93 т . Для обеспечения 
устойчивости и надежной работы станка фундамент выполнен в виде 
сложной пространотвенной конструкции, изготовленной из монолитно
го железобетона. Основание под фундаментом укреплено сплошным 
свайным полем.

Сложность расчетов подобных конструкций фундаментов опре
деляется в основном тем, что особо ответственные детали и узлы 
тяжелого и энергетического оборудования должны выполняться с вы
соким классом точности обработки, а деформации фундамента под
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Рис. 5.26. фундамент под обрабатывающий центр

действием временных и подвижных нагрузок могут влиять на пас
портную точнооть станка (особенно при обработке горизонтальных учтч 
ков поверхности) .Чтобы избежать этого нежелательного явления, при 
проектировании фундаментов должны удовлетворяться жесткие техно
логические требования па ограничения величин деформаций фундамен
та от внешних нагрузок. Так, в рассматриваемом случае разность 
перемещений между произвольной точкой на обрабатываемой детали 
и центром масс подвижных частей станка не должна превышать

- 0,05 * Л U, *  Ot 05 мм . ( 5 . 1 )

Требование (5,1) ограничивает деформации фундамента при 
использовании самых чувствительных к ним режимов обработки дета
лей -  фрезерования и строгания. Несоблюдение условия (5.1) приво
дит к значительным отклонениям от прямолинейности трасс обработки 
детали и общему искажению проектных плоскостей. Например, при из 
готовлении и последующей сборке узлов атомных энергосиловых уотч* * 
вок эти отклонения от плоскости могут привести к потере гергл«т*ч 
нести и утечке радиоактивных веществ.
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Кроме того, отрицательным фактором, проявляющимся на режи
мах фрезерование-строгание при отклонении от прямолинейности траос 
обработки, является изменение толщины слоя снимаемого материала. 
Это может повлечь за собой неоправданно быстрый износ и порчу до
рогостоящего металлообрабатывающего инструмента. Изменение усилий 
резания ведет к ускоренному износу деталей станка, его управляю
щих органов и общему снижению классности. Для исследования 
выполнения условия (5.1) необходимо построить функции влияния 
для различных характерных точек при перемещении движущихся частей 
станка в пределах их хода по направляющим станины для режимов пря 
молинейной обработки.

Кроме условия (5.1) технологическими требованиями вводят
ся ограничения на максимальный угол отклонения от горизонтальной 
поверхности:

~ 0,01£ * <4 Ут ах *

Величина л /  являетоя мерой угла поворота и определяет- 
ся отношением разности прогибов к погонному метру горизонтальной 
траооы.

Местная прочность фундамента в зонах, примыкающих к рабо
чим органам станка и стендовой площадке, на которой располагаются 
обрабатываемые детали, должна позволять длительную эксплуатацию 
станка без образования трещин, сколов и локальных остаточных де
формаций, отражающихся на точности выполнения технологических опе
раций и нарушающих целостность подстаночных коммуникаций.

Указанные требования не учитываются обычными предпосылка
ми расчета фундаментов в строительстве, при которых тело фундамен
та можно считать абсолютно жестким под оиотемой действующих на 
него нагрузок, состоящих из собственного веса конструкций и ком* 
бинации временных нагрузок. Принятые в практике строительства 
осадки зданий и сооружений на несколько порядков превыпают вели
чины, которые необходимо удовлетворить в соответствии о требова
ниями (5 .1 ) , (5 .2 ) .

Следует также отметить, что перемещения фундамента под 
действием собственного веса конструкций и оборудования не оказы
вают влияния на точность обработки деталей, так как компенсируют
ся при монтаже и наладке оборудования; технологические ограниче
ния (5 .1 ) , (5 .2) касаются дейотвия временных нагрузок и подвижных 
честей станка. По своей величине эти нагрузки составляют лишь



80

10-15# веса фундамента и станка. В то же время технологические 
требования должны выполняться обязательно.

Ввиду того, что обычные методы расчета фундаментов в 
строительстве не могут обеопечить необходимую точность определе
ния характерных параметров, на стадии проектирования расчеты сле
дует выполнять в два этапа. На первом этапе производится расчет и 
конструирование фундаментов от общих статических нагрузок с уче
том требований, регламентируемых в отроительотве, а также конфи
гурации и количества оборудования. На этой стадии проектирования 
фундамент считается жестким штампом, который составляет единое 
ьелое со свайным полем и массивом грунта, заключенным между свая
ми. Могут быть применены и другие расчетные схемы и упрощающие 
инженерные методы.

Вторая часть расчета заключается в определении напряжен
ного состояния и деформации надземных поверхностей законструиро- 
ванного на первом этапе фундамента. Этот расчет выполняется для 
экстремальных сочетаний временных и подвижных нагрузок, позволяя 
проверить требования (5 .1 ) , (5 .2 ) . Для достижения необходимой 
точности вычисляемых характеристик фундамент рассматривается как 
пространственное изотропное тело, напряженно-деформированное со
стояние которого определяется в результате решения трехмерной 
вадачи теории упругости.

5 ,3 .1 6 .2 . Физико-механические характеристики моделей 
фундамента и основания.

Физико-механические характеристики назначены для конкрет
ного фундамента и площадки его размещения. Модуль упругости для 
монолитного железобетона Е * 2*Ю6  т /м , коэффициент Пуаосона 

'J = 0.166. План фундамента, на котором указаны его вес, габа
ритные размеры , трассы движения пополнительных органов отанка &ст> 
изображен на рис. 5 .28. На этом же рисунке указано расположение 
на рабочем отоле и вес максимальной временной нагрузки На 
рис, 5.27 -  разрезы по сечениям I - I ,  2 - 2 , 3-3.

Для окончательного определения расчетной схемы следует 
предварительно задать закон, описывающий совместную работу про
странственного тела фундамента со свайным полем. В рассматри
ваемом варианте решения принято, что пространственный фундамент 
опирается на оплошное изотропное упругое основание Ишклера. Та
кая идеализация основана на следующих предпосылках:
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Рис* 5*28. План фундамента
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во-первых, удовлетворение технологическим требованиям 
предполагает определение характеристик напряженно-деформирован- 
ного состояния в зонах, прилегающих к рабочей поверхности фунда
мента, При заданных габаритных размерах фундаментного массива 
влияние дискретного свайного основания в этих зонах ухе практи
чески не ощущается. Процесс затухания влияния свайного поля на 
напряженно-деформированное состояние полностью подтверждается 
результатами решения задачи о ростверке (5 .1 ) ;

во-вторых; сваи, пронизывающие верхние слои грунта и опи
рающиеся на более плотные и ненарушенные горизонты, работают как 
система однородных упругих связей, что в полной мере отражается 
гипотезой Винклера. Так как определяется напряженно-деформиро
ванное состояние конструкции, лежащей на упругом основании, то 
отказ от учета более тонких эффектов работы реального основания 
не повлечет за собой накопления слишком больших погрешностей в 
полученном решении;

в-третьих, линейность работы данного основания обеспечи
вается тем, что на стадии конструирования в расчеты заложено ис
пользование только 20% несущей способности свай, а в таких пре
делах осадки свай линейно зависят от прикладываемых к ним нагру
зок. Использование лишь малой части неоущей споообнооти свай 
объясняется ответственностью всего вооружения и отсутствием не
обходимых нормативных материалов.

Для определения коэффициента постели модельного основания 
использавады результаты натурных испытаний одиночной сваи, прове
денные на площадке размещения проектируемого фундамента. На 
рис. 5.29 показаны результаты испытания оваи в виде граф та зависи
мости между нагрузкой на сваю Р  и ее осадками /V.
На графике отмечено значение предельно допустимой нагрузки =20г,
соответствующее 20$ неоущей споообнооти сваи. При ^✓ /7 зафикси
рована упругая деформация оваи •  0,03 см.

Исходные данные для определения эквивалентного коэффи
циента постели следующие:

^  * 14 м -  длина сваи; £  * 1 2  м -  длина заглубленной 
части оваи; $cf  * 35x35 см2  -  площадь поперечного сечения сваи; 
£  202,4 м2  -  общая площадь пяты фундамента; £  я

>■ 39x35x92 « 17,9 м2  -  суммарная площадь сечений свайного поля.
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По етим данным мокко вычислить условный коэффициент посте-* 
ли для одной оваи

Л = .------ш ---------------SJSf-------* 544 кг/оы3.
w  S ,  Л' 1.225-10s -Э-Ю"2

Отсюда получим эквивалентный коэффициент постели для 
оплошного упругого основания

/Г -J tld J d L _______& Ы Ы . .  30.4 кг/сш3.
* /  *>**

5.3 .16.3 . Назначение расчетных схем.
В соответствии с опалубочными чертежами фундамента и раз

мещением станка и нагрузок (рис. 5.26 и 5.27) задана схема дискре
тизации граничной поверхности фундамента (рис. 5.30). Принятый 
вариант разбивки позволяет с достаточной точностью определить ком
поненты вектора перемещений и тензора напряжений в рассматриваемых 
зонах. Предусматривается одновременность решения нескольких гра
ничных задач при различном положении подвижной нагрузки. Ввиду 
того, что бортовые элементы (см. рис. 5.26), окаймляющие рабочую
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поверхность , выполняют функции опорных конструкций наотила рабо
чего места и не предназначены для восприятия усилий» возникающих 
при работе станка» в расчетной охеме они не учитываются. Аппрок
симация функций неизвестных граничных компонентов напряженно-де
формированного состояния осуществлялась на базисе из 368 плоских 
четырехугольных фрагментов (рис. 5 .31 ). Одновременно определялись 
три варианта решения граничной задачи, соответствующие трем поло
жениям внешней нагрузки 8ст * 93 т ,  когда центр ее последова
тельно занимал положения 3ft 3Z , Ss  . Эти положения совпадают с 
крайней левой, средней и крайней правой возможными позициями ра
бочей колонки» которые она занимает при выполнении технологических 
операций. Во всех трех вариантах остаются неизменными величина и 
место приложения временной неподвижной нагрузки веса обрабатывае
мой детали * 60 т .  Подготовленные таким образом исходные
данные для гесметричеокого образца фундаментного массива и топо
логия сети элементов границы позволяют найти неизвестные диокрет- 
ные значения плотностей в результате решения одной системы алгебра
ических уравнений о тремя правыми частями. Такой алгоритм дает 
возможность оценить изменения компонентов напряженно-деформирован
ного состояния фундамента в процессе работы станка, практически 
не увеличивая трудоемкость и затраты машинного времени на его 
реализацию по сравнению с расчетом при одном фиксированном поло
жении .

5 .3 .1 6 .4 . Исследование деформативностн фундаментного мас
сива ,

При решении рассматриваемого класса задач весьма нагляд
но проявляется одно из основных преимуществ численно-аналитическо
го метода потенциала по сравнению с другими численными методами: 
возможность получения неизвестных перемещений и реакций непосред
ственно на границе тела без использования их связи с компонента
ми напряженно-деформированного состояния внутри области. Эти не
известные определяются в процессе решения граничной задачи. Боль
шинство технологических требований на деформатилность фундамента 
(5 .1 ) , (5 .2) касаются относительных перемещений собственно гра
ничной поверхности. Поэтому прямое сравнение результатов решения 
ряда характерных вариантов граничных задач дает исчерпывающие от
веты на большую часть поставленных вопросов» Приведенные далее 
оценки степени деформативности фундаментного массива основаны на 
результатах решения алгебраических систем, сформированных из 
интегральных представлений перемещений в узлах аппроксимации.
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На пространственных изометрических схемах (рис.5.31) 
показаны в виде изолиний равных перемещений а , решения гра
ничных задач для двух крайних положений нагрузки 6?с/77 при ' W -  
■ З'Ю* т/м? По этим результатам можно судить о деформациях всего 
тела фундамента, но так как критерии (5 .1 ), (5.2) ограничиваются 
рабочими поверхностями, то есть смысл далее рассматривать более 
подробно лишь зоны, где необходимо удовлетворить эти требования.

Рис. 5.31. Изолинии перемещений

На рис. 5.32 изображены изолинии вертикальных перемеще
ний точек рабочих плоскостей фундамента под действием неподвиж
ной нагрузки от соботвенного веса обрабатываемой детали 
* 60 т и подвижной нагрузки от веса рабочей колонны &с/п ш 93 т, 
когда центр действия сил веса подвижных нагрузок 3  последова
тельно занимает положение Sf t &£ и Зл . С целью исследо
вания деформативности фундамента на прямой /7* , проходящей че
рез точку б  (рис. 5 .32), построены профили перемещений uf .

Такой же профиль построен и на прямой СЯ % проходящей 
через условный центр приложения нагрузок обрабатываемых деталей, 
точку А • Совмещая полученные профили, можно проанализировать из
менение величин относительных прогибов в произвольно выбранных 
точках при различных положениях рабочей колонны. Совмещенные про
фили для трех положений точки 3  лоня^янн на рис. 5.33, где
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значения и, в точках, лежащих на прямой обозначены в а *  
а на прямой CJ? - *а" Результаты сравнений в виде линии макси
мальных относительных прогибов л &,т а х (оплошная линия) и линии 
влияния относительных прогибов для точки А, (л  и , (Л)  (пунктир
ная линия) изображены на рио. 5 .34 , который содержит полную ин
формацию о выполнении условий ( 5 Л ) ,  (5 ,2 ) . Из графика 
на рис. 5.34 оледует, что это максимальное значение не превыпает 
1 .6 ‘К Г 5  м. Поскольку максимально допустимый прогиб в соответот-

**, то степень запаса по 
.—  »

5 ‘1 0 "вин о (5 .1) составляет 
деформативности фундамента составляет

S fO ли fm ax

ft S  *
Согласно построенной на рио. 5.34 линии влияния макси

мальное значение прогибов на режиме фрезерной обработки детали из
меняется в пределах -  4 S f-  $ л и ,  (А) *

Требование (5.2) также, очевидно, выполняется с большим 
запасом, так как даже максимальное значение относительно прогиба 
на линии влияния не превышает значения 1 .3 'ИГ® м.

Подытоживая результаты проверки фундамента, оледует от
метить, что данная конструкция имеет слишком большие запасы по 
деформации (в 3-4 р аза), чем это требовалооь бы соображениями т е х 
нологического порядка (5,1)# (5 .2 ) .

Можно сделать вывод, что и при коэффициенте постели 
* 1*10 т.м " 3  технологические ограничения (5 ,1 ) , (5.2) по сравне
нию о расчетными величинами деформаций выдерживают оя с эапаоом 
более чем в 2 раза. Это позволяет еще больше снизить требуемый 
коэффициент постели и ближе подойти к значениям, характерным для 
наиболее распространенных геологических условий реальных строи
тельных площадок и в некоторых случаях вообще отказаться от устрой 
ства сплошного свайного основания.

5 .3 .1 6 .5 , Определение компонентов напряжений в теле 
фундамента от действия внешних нагрузок .

Для построения кодаонентов тензора напряжений ■ (л )  ис
пользовано тождество 0 омилиана. Неизвестные плотности эластопотен- 
циадов в этой формуле определялись из разрешающей системы алгебраи
ческих уравнений, построенной на основе интегральных представлений 
статических граничных условий.

Исследование характера распределения полей напряжений в 
пространственном Фундаментном массиве проводилось по характерным
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сечениям I - I ,  П~Д, расположение которых показано на рис* 5.30. 
Сечение I - I  проходит через тощей центров приложения подвижной 
нагрузки в ст перпендикулярно к движению рабочей колонны, а 
сечение П-П проходит вдоль линии движения обрабатывающего центра.

На рис* 5.35 изображены изолинии напряжений , на се
чении П-П центр масс подвижных частей станка совпадает с точкой 

6f , в поле напряжений <T/f присутствует источник возмущений, 
образов“анный резким изменением кривизны границы -  типа входящего 
угла. В «той же зоне находится и источник концентрации напряжений, 
так как входящий угол в расчетной схеме принят абсолютно прямым 
без округления или подрезки. Точное определение концентрации на
пряжений не производилось, поэтому значения напряжений в зонах 
концентрации приведены такие, которые соответствуют заданной дис
кретной схеме. Однако полученные результаты дают возможность оце
нивать предельные величины напряжений в зонах концентрации.

В напряжениях (сочение П-П) также проявляется эф
фект концентрации напряжений на входящем угле. В пространственном 
случае распределение напряжений бг по высоте сечения имеет хо
рошо выраженную нелинейность. Из этих результатов следует, что 
применяемая в задачах изгиба интегральная характеристика напряже
ний -  изгибающий момент / / . .  (в данном случае неприем-ч 09 +&
лема).

Рассмотрим теперь распределение напряжений от Qtm по се
чению I - I ,  проходящему перпендикулярно к линии движения рабочих 
органов стенки * Это сечение отличается от сечения П-П
более высокой сложностью очертания границы, характерным для фун
даментов под технологическое оборудование,ступенеобразными пере
ходами г  изменениями толщины фундаментного массива.

На рио* 5*35 показана схема распределение напряжений <?г/ 
по сечению I - I  в случае^когда нагрузка Д ^  занимает положение 

3f . В рассматриваемых полях напряжений присутствуют уже два 
источника концентрации напряжений. Подученные результаты дают 
наглядное представление о перераспределении усилий по сечению I - I  
от действия двух нагрузок П 4 .8  кПа и *= 33 кПа.

Напряжения ^  и по сечению I - I  дают возможность 
оценить работу тела фундамента на изгиб в направлении оси 
Отчетливо выявлены характерные растянутые и сжатые области фунда
мента.
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Рио. 5.35. И з о л и н и и  н а п р я ж е н и й  в  о а ч е н и я х  ф у н д а м е н т а
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6 . П Р И Л О Ж Е Н И Е

6 Л . Аналитическое определение 
компонентов интегральных представлений трехмерных 

задач

6 Л Л . В результате прямого интегрированжя компонентов интеграль
ных представлений из (3 . 2 1 ) , используя |*ундаментальное решение 
(3 . 1 2 ) ? получим:

/  и,^ N)cfS- / / ,[ ( 5 - V ) Ч' + ъ р - г , ( ^ ) ] ф  .
Л Г  y “ /  1

[ u W M a  ы Г Ч  t«« f\CJ ;

J&r

I4r * ф -^J + ~ г, ?  +

+ &  ~ r )  S i o f c o s ^  + 2 ^  +  0 ^ ] , /  ̂ •, ( 6 . 1 )

Где А л - [ 0 - О ) < 6 » ж ] ' \  У * - г 1' Р + г Л л *<*%

% * ■ £ « ( r +J>) 'И = г* ( r * h ) ^ t % = * , £ j ( s v f /

JA обозначает, что при подстановке пределов используются 
значения геометрических характеристик, соответствующих точкам Ad 
* /  •

Б (6 Л ) входят компоненты f4 , р  4 инвариантные отно
сительно поворота координатных осей вокруг оси э

6 Л .2 .  Рассмотрим более подробно преобразование (6 Л  ) 
при построении значений интегральных характеристик перемещений
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в с п о м о г а т е л ь н о г о  с о с т о я н и я  п о  п р о и з в о л ь н о м у  з а м к н у т о м у  к о н т у р у .  

П у с т ь  д л я  п е р в о г о  ч л е н а  с у м м »  (3.21) с и с т е м а  к о о р д и н а т  

jffj *  fn^j и  в е л и ч и н ы  п е р е м е щ е н и й  п о  Ал; A-f А- о п р е д е л я ю т с я  

в ы р а ж е н и я м и  ( 6  Д )  •  Д л я  п о л у ч е н и я  з н а ч е н и й  и е т е г р а л о в  о т  п е р е м е 

щ е н и й  в с п о м о г а т е л ь н о г о  с о с т о я н и я  п о  с л е д у ю щ е м у  т р е у г о л ь н о м у  ф р а г 

м е н т у  Л, Лу Аун  с л е д у е т  п о в е р н у т ь  с и с т е м у  jiff  в о к р у г  о с и  / /  

н а  у г о л  д  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о б ы  с т а л а ^  п е р п е н д и к у л я р н о й

к  Ау} A . + f .  П р о и з в е д е м  в ы ч и с л е н и я  и н т е г р а л ь н ы х  х а р а к т е р и с т и к  п е 

р е м е щ е н и й  в  н о в о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т  и  п о д у ч е н н н е  з н а ч е 

н и я  и х  с н о в а  п р и в е д е м  к  с и с т е м е  {*/}трг.}, и е п о л ь в у я  ф о р м у л ы  

(3.28) -  (3.30). Г е о м е т р и ч е с к и е  п р е о б р а з о в а н и я  к  э т и м  в ы к л а д к а м  

п р о и л л ю с т р и р о в а н ы  рис. 6 .1 . З н а ч е н и я  и н т е г р а л ь н ы х  х а р а к т е р и с т и к

п е р е м е щ е н и й  п о  н а п р а в л е н и я м  f n ^  н а  лл\ А: А,', м о ж н о  о п р е д е 

л и т ь  в ы р а ж е н и я м и :  ^  '

akf6jnj+l

,̂[(3-4 vj(~z, <f*+zt a y/J *z, (y*- ytA)] Г•j*t
N

/ < Г О ^ ; л - « Й ' О ы ? ц Г 1 « , и ) а 5 -

= cosef v ;oh  -
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■ fc  % [sen f</- g)cos,B*cos (ч>'-в) ше]-2,созц^}1й J '
J

“ te tlvfsLn y*- co se  tf ll? * ' J*N

^sinefu^u^f/c.AD c/s * сеаф ^и ^к.ы М *
**,%#/*, ityjfij+i

r f f - C O S t f * - в ) c o s e  ■*■ S i n C f * - B j s i n e ) ¥ * - S l n 9  v/JIJ*'-
* J

m4z,[-cosp*y/-  s ine  t f ll' ! *  »

W % V c / s  -  & & { и ? и % мЫ о !*  -

s©tu™ u iti*(<,ti)ci$-$LnBC°'ie f u f ^ f r .A /y s -  

- 4  f-4 f / -  v^> ■40 M  X* 1 *

'*-[casf̂ 9)cos9(-cos(̂ *-B)sinB-&cn(i>f>-e)cose) + 

+SLn('t0-B)SCn9[COS(f,,-e)$inB +Sin(?f-6)C0SS)fr-''))l/lj  -

~A[-4(t- v>)s, ( / -  ar-3 - 4  y/stn’s - c o s /W a ;- ^

J O O w c fe  -ciV/;; ft/W ffcvjc/s - 

's 'B ju ^ u ^ fK ^ d s  -З1пге£ ирирЧъы ) d*

* cos\У Л
-sinBcosef

С»

»car,
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-  CGS& Sinef L lf}uj?}*(К, N )d S + C O SSScnefu fu^*(K ,N  )ols -

-A,{-a if/cose sinB+[(cosfy-9)cosd-SLnc%-ejcos9jces(V>, - 

~e)COSff-SLn(4>/l-e)SLnB(COS(<f-8)COSe-SCn((pie)si,ne)](Zi-

-r)}l̂'-A,[-ayf&tnB cose+(zrr) cos V ,

К и Г М ^  -< £ < & !■ u f b ^ K M d s  -
4Vj^'4| 1

- CoS*8f +SinleJu‘:’ur(K,N)ds *
д Дум A K ,  Й/ Д/* f

+ cose sin eJu?u?*[K,N)di s+ sin в e o s e ju jf y ^ * ,« ;  cl s -
d/Ĉ dy йу+ | AfĉAj

-/!,{-4 ft- v; h/ / - V i )+а(з-4т>)̂->-а y£cos*B+

-rZrr)[co%lecos((/-B)sin(̂-B)-sm7BLOS(̂~d)s>in (/-B)~ 

-SCnQ C.OSBSlnl(4>*-B)+ %in8 COS9COS2(4>,,-8)]}lflJ*' **
4/'

* А,[-4И~-)>)£,(Ч>'-Уз)+а[3-4V)4*+aу/cos*9 - 

-C O S ip * S tn l/(Z t- r ) ] j ^  . (6.2)

В (6 .2 ) функции ft*, f t* , >рл  внражаютоя теми же ооот- 
ношениями» что и в ( б , 1  )• Геометрические параметры их соответст
вуют значениям а, 2г , ^  точек подстановки пределов в системе 
координат f * f * f }  для стороны многоугольника А

6.1 .3 . Компоненты вспомогательного состояния 
( 6 . 1 )  для элементарного Оазисного треугольника Л* <зо~
держат элементы» которые у каждой вершины граничного многоуголь-
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инка Л; не зависят от ориентации оиотем координат f ? f f  (они 
подчеркнута в формулах ( 6Л ) • После аналогичного вычисления ин
тегральных характеристик М* следующего до направ
лению обхода вершин Л , Аг  . . .  Л. треугольника /г, Ау А : „  у вершины 

А- образуются такие хе инвариантные составляющие (в (6.2) они 
такие подчеркнуты).

6 .1 .4 . При подстановке пределов интегрирования и сумми
рования вкладов отдельных треугольников по формулам (3.21) эти 
инварианты взаимно уничтожаются» Поэтому для вычисления перемеще
ний вспомогательного состояния по замкнутому граничному многоуголь
нику целесообразно воспользоваться следующей матрицей интегральных 
характеристик:

АГ J

2(1-21)2, (%~Ц>)+ -* ,У г  О
(3-41)2г У*

4(1-1)2,(%-</>) + -0.5 Г

+ (Э -4 ))2 ,%

+ ■ 4  М Х У '

*Н

( 6 . 3)

6 .1 .5 . Компоненты напряжений вспомогательного состояния 
действия единичной сосредоточенной силы определяются выражениями:

fi'tjU tm CTCj{i)(K ,A /)c/3  -  %
лГ J

-2(1-Ю(Ч>-%)
~t,2t Z3 r-'h -1

(1-21) %  + 
-hZ)Z3r"'h~i

-2V /V - % )
z,ztz,r'r*

0

-O.BZlr i

V 1- ? i ( V ~ % )
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~ « - 2 т » у ч -
+z}2ir’h'i -  a s z , r ~ 1

(3 -2 -0 ) Ш + 0,5 2 , Г ' -
-0 ,5 2 г Г 1

— ы у г ~
- 0 .52з г ~ '

0

^ ! u ^ O p * ( K tN ) d S  «
&r J

- 0 , 5 2 , Г 1

— 0.52гГ~' 2(l--0)%-Q,Sl3r 1

0,52г Г ч
tj- i  (6.4)

6 .1 .6 . Компоненты усилий исходного вспомогательного со
стояния, построенного для представления перемещений и ^ (А )  ос- 
новного состояния, определяются в алгебраических аналогах (3.21) 
формулами типа первообразных (3.21) при объединении проекций в 
соответствии о (3.16)*

6.1.7. Аналогичным образом отроятся выражения, не имеющие
инвариантных составляющих, для вычиодения дискретных интегральных 
характеристик второго вспомогательного состояния, сформированного 
для представления напряжений ( л ) ( 3 . I I ) .  В этом случае ин
тегральные значения перемещений #/**(*>#) как составляющих
(3.21) находятся из условий взаимности (3 .19), а усилия -  на осно
ве следующих соотношений:
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23Z1f'~,h~tK
/(1-2zlh~*+2*r~*) €

z ^ r ' h ' ^ о,5(1-г)г~
х(1-21[Ь г̂ Г 1) - 0,£z,l r ~ b

— — -2 i2 t Z} f y\d

’o i \ a > ( x ,N ) d a  -
ЛГ

Z,2t r - f/ i ' ) r 0,60  f -
x r / - 2 Z f r l z y * ) x (1-2? l h ' \ z * r l) - O f Z f r 1

z ti 3H ~'h '\

x{r+2zik~l- z f r ’)+ - o s z ^ r ' 3
+  Q ,SZ,2a Г*3

Щ ж 3г Ч ?
-0 .6Z ,l3 r - 3 I

q q q ^ d s  -

0 0,5 V r - '-  

-o .sz’ r ' 3

-o .sz^r3

-CH)Z,Z9r ’ffV

(1-V)£&r~'h~K- I
-D,SZ,?3 Г '3 |
Q,SZ,7,r~* I

4 -

(6 . 5 )
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6«2. Аналитическое определение компонентов 
интегральных представлений двумерных задач

6*2.1. Вычисление усилий и перемещений по неиокривленному 
элементарному оазпсу A, Ajt f  (рис.6.2 ) принципиально не отлича
ется от алгоритма определения этих характеристик в трехмерной за
даче: при повороте системы /<=</} в точке Л на угол в  пере
ходим к системе координат }  * в которой и происходит вычис
ление эластопотенциалов.

Р и с »  6 . 2 *  П р и в е д е н и е  к  б а э и о н о й  с и с т е м е

и н т е г р и р о в а н и я  в  д в у м е р н ы х  з а д а ч а х

6 . 2 * 2 *  И н т е г р а л ь н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  п е п е м е ш в н я й  н а п р я ж е н и й  

и с х о д н о г о  в с п о м о г а т е л ь н о г о  с о с т о я н и я  ( 3 . 1 3 ,  3 . 1 4 ) ,  и с п о л ь з у е м о 

г о  д л я  и н т е г р а л ь н ы х  п р е д с т а в л е н и й  п е р е м е щ е н и й  ( з # п ) »  ( 3 . 2 1 )  д в у 

м е р н ы х  о б ъ е к т о в , о п р е д е л я ю т с я  в ы р а ж е н и я м и :



i t  t & V K f a  - / 4  A / / y' - ' ;

h t  = HfO+aeX'i* - л ,* # ) '  ^ J

L ч'ЧУ*#№л =-//ф+эеЖ

I t «!*<Z*(*,»fa -/tH[(,-$br+**;r+]/*",

fAt

•/

-Jtt#l-frx)4,r -Jrtfry/̂ ; (6Л)

л **- Я  = П ^ л Х  •

Интегральные характеристики усилий U-">/J t',)*на граница 
этого вспомогательного состояния определяются по формулам (3 .16 ).

6 ,2 .3 . Компоненты напряжений (3.15) и усилий (3.12) второго 
вспомогательного состояния, образованного для интегральных пред
ставлений напряжений, вычисляются с помощью следующий формул:

г ’У ;

J t  &/* J / J  

j A t (6 .7 )
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